Les erreurs des éleves en mathématiques
Etude dans le cadre de la théorie des situations didactiques®

I. Principes de l'analyse

Envisagées dans le cadre de la théorie, les sitigatlidactiques sont des systémes plus ou
moins simplifiés qui modélisent les relations et lactivités réelles des protagonistes. Les
protagonistes sont eux-mémes des sous-systemgzequént directement influencer les autres par
leurs changements d'états, volontaires ou non. @ ks actants intentionnels (par exemple le
professeur, I'éléve, etc.) et le « milieu », dénligtentions didactiques particulieres mais quigiéa
suivant ses propres lois.

La méthode d’étude d’'un concept de mathématiqudeodidactique dans ce cadre consiste a
le « définir » par des interactions caractéristig{aans ce que nous appelons la « situation obges}i
et a suivre les effets de ces interactions sudi#érentes composantes du systeme didactique (les
différents niveaux de I'analyse du milieu, par epéh

Nous allons donc, dans un premier temps, défiairdur dans le systeme minimal adidactique
(un sujet: I'éléve, un milieu : un probleme, ungian : I'erreur) et dans le systeme didactique
minimal. Ensuite, nous examinerons le réle etltiahce de I'erreur sur tout le systeme didactigue,
remontant les différents niveaux de la structurendiieu (Brousseau, Margolinas). C’'est-a-dire en
simplifiant un peu : l'influence de cette erreur $a situation d’'apprentissage (ou d’adaptation) du
sujet, son influence et son réle dans la situadidactique, et enfin son role dans la régulatioe lgu
milieu (noosphérien) exerce sur I'enseignementriéme.

Munis de ces définitions, nous essayerons de dégggjearacteres principaux et les types des
erreurs que l'on pourra observer dans les praticpféectives d’enseignement et d’en tirer des
explications et des prévisions des phénomeneslegi’'suscitent, et peut-étre d’en inférer quelques
pratiques utilisables.

Il Définitions
L’erreur dans un systéme adidactique minimal

Pour « définir » une erreur il faut d’abord envisagin premier actant, engagé dans une
premiére situation. Il cherche a accomplir une ¢ddéterminée ou a obtenir un certain résultat
déterminé, par 'emploi de moyens complétementrnmornplétement connus de lui. Le résultat visé
est un certain état du milieu (la réussite).

Les écarts entre les états actuels du milieu ptdget de I'actant sont interprétés par lui apres
chaque action a l'aide d’indices et de connaissance dirigent ses décisions. Ces connaissances lui
fournissent une représentation anticipée du résdéia actions qu'il envisage. Ainsi, certains écart
sont jugés positifs parce que l'actant les intdgp@mme des étapes, en progres, vers le résultat.
D’autres seront jugés négatifs par le sujet lui-mérarce qu'il y a un écart entre le résultat apéiat
le résultat observé.

Dans ce cas, I'actant peut suspecter ses connaéssdiétre fausses ou inappropriées, ce qui
revient & considérer sa décision comme une emgis il peut aussi penser que c’est le milieu gui e
« responsable » de cet écart (il ne suit pas Heg&€onvenues ou supposées, ou il réagit au hasard
avec une intention maligne). Sil'action est malmtreuse, mais s'’il n’était pas possible d’ervpiré
une meilleure, elle ne peut pas étre reprochéaljett #ar exemple, on ne peut pas dire que jouer le
noir a la roulette était une erreur parce que ¢&egtuge qui est sorti.

Cette observation conduit a dédoubler le systeamepremier actant agit dans une premiére
situation suivant les régles de la situation et @@maissances propres, un second qui peut étre la

! Je remercie Ruhal Floris et Alain Mercier de l&jatécieuse qu'il m'ont apportée pour sortir céithr des
cartons et pour I'achever.
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méme personne mais dans un autre role - portegemjent sur I'action du premier actant et classe ses
décisions en « bonnes décisions », ou « mauvaégrsiahs » et ces dernieres en trois classes :

- Les écarts imprévisibles (entre I'espoir et laitégl

- Les erreurs objectives : il existe un moyen de @rda bonne décision, mais le sujet ne la
connait peut-étre pas.

- Les erreurs du sujet : le sujet connaissait un maolgedéterminer la bonne décision mais il
ne I'a pas utilisée ou I'a mal utilisée.

En réalité, la séparation n’est pas si claire,asitren situation didactique : les actants, aussi
bien les éleves que les professeurs, peuvent pgasley a toujours un moyen de prévoir — ce moyen
étant I'objet de I'enseignement - et que par cousag tous les écarts sont des erreurs.

Par cette définition, l'erreur est essentiellemame décision dont la production
malencontreuse peut étre prévue par I'actant et dorrigée par un apprentissage. La significatien d
cette erreur sera essentiellement déterminée paalacteres des apprentissages a effectuer pteir ce
correction : le répertoire de connaissances a orestle temps que cela prendra, la fréquence et |
prix (le colt pour le sujet) de la répétition déteerreur. Ces caractéres ne dépendent pas du suje
mais des institutions auxquelles il a affaire eteds culture.

Cette approche fournit un premier champ d’analyse [a notion d’erreur dans des situations a-
didactiques (celles ou I'actant se considere aipegponsable de la réussite ou de I'’échec de ses
actions, sans intervention didactique d’un tietgek:erreurs dans I'action, dans la formulatiomsda
compréhension et dans la preuve ou I'organisatemsavoirs.

L’erreur dans un systéme didactique minimal

Considérons maintenant le systeme didactique canilpést composé d’au moins un systeme
« éléves » et d’au moins un systéme « enseignants »

Il s’agit d’analyser les effets sur le systeme enti’'un écart observé entre la réponse de
I'éleve a sa situation a-didactique et la réponsegpuhaitait le professeur.

Le professeur ne devrait imputer une erreur av&lgue dans le cas ou les connaissances
nécessaires ont déja fait I'objet d’'un enseignemesit ou cet enseignement a été repére,
institutionnalisé par le professeur (qui peut pale@s organiser des apprentissages non repérés
comme tels par I'éléve). Ce type d’erreur serasio#é souvent par le professeur comme fanee
puisqu’elle engage de la part de I'éleve une agsponsabilité que celle de la réussite de I'aciion
didactique, mais aussi son action en tant qu'ageet surtout en tant qu’éleve. Le professeur doit
faire du non usage des connaissances enseignéesounelle sorte d'erreur, plus lourde de
conséquences pour I'éléve que I'erreur primftive

On ne doit pas oublier, a I'occasion, que la s@ehiec moment pourrait proposer une réponse
différente (mais qui serait inaccessible & I'éléwe) qui met en scéne un autre systéme (la noaSphér
par exemple).

Cette approche fournit un programme d’étude desuegrrésumé ci aprées. Il est important de
noter que I'étude se recentre sur les conditionss dasquelles une erreur est produite et sur ses
conséquences (pour le sujet et pour ses connagsjamt sur les connaissances elles mémes, et non
pas seulement sur I'actant qui produit cette erreur

Cette méthode d’analyse de l'erreur, ou plutbt eesurs, est par conséquent fondée sur
I'étude de caractéres que nous allons déclineprésa lls sont assez différents de ceux qui sont
habituellement considérés dans d'autres cadresammoént dans les sciences cognitives et
particulierement dans la psychologie. Suivant &s elle les utilise, les compleéte, les corrobarées
contredit.

2 Ce qui est obtenu par la technique de I'évaluaiiatée.

}lLa noosphere, la sphére du savoir est l'institutiachée formée par tous les membres de la sociésdut intéressées au
savoir a sa production et a sa diffusion : c’det @li, de fagon plus ou moins diffuse influenceitestitutions chargées de
I'éducation et de I'instruction.

Page 2



[Il Typologies d’erreurs et phénomenes didactiques

A Les erreurs de I'éleve.

1. Caracteéres

Ainsi 'erreur sera rapportée a us#uation précise, elle a uauteur, mais cet auteur sera
modélisé par ur actant »,et par un« joueur »', déterminés par la facon dont I'auteur est engagé
dans unection, il existe une connaissance « correcte » qui lpogp une alternative et il recevra un
certain type deorrection (adidactique ou didactique ).

Dans la situation la plus générale - la situatidid@ctique d'action - I'erreur est une décision
telle que

i) 'actant est en mesure d’identifier cette décision
- iladonc une certaine méta connaissance poursigri# ou la décrire
- etil peut envisager d'autres choix qu'il auraitfaire effectivement ;
i) I'actant percoit un rapport causal entre son cleoeffet observeé :
- ce rapport s’applique donc a une classe plus deggtuations
- et par conséquent il doit proposer au moins deikeésdqui auraient permis a
'actant de préférer le bon choix au « mauvais es @hdices sont donc des
moyens (supposés ou réels) d’anticipation ou deipoh ;
iii) I'actant suppose qu'il peut prévenir le remellement de I'erreur en intégrant a son répestoir
de connaissances les moyens d’anticipation conlemébu au moins les indices pertientns dont il est
question en ii).. L’erreur est donc supposée &pehsion d'un apprentissage ;
iv) dans le cadre du déroulement d’'une méme sgitugtactant peut le plus souvent reprendre sa
décision ou corriger son erreur ou ses conséquemaess le cas contraire on utilisera le terme
« échec » (de I'action).

Nous étudierons plus loin I'échec dans les situatididactiques. Mais dés maintenant il
convient de distinguer dans les situations a-digaes, les erreurs qui conduisent a I'échec de la
situation des erreurs qui ne conduisent pas ad@&clpar exemple certaines erreurs se compensent, o
ne modifient pas la conclusion. L’éleve ne peut gass les constater « par lui méme » dans le cadre
a-didactique. Seul le professeur (ou un camaraeld)lps Iui signaler, dans une relation «didactigue

Remarqguons aussi que dans cette perspective,ldessiju’a son auteur, une erreur doit étre
rapportée & umoment précis d’'unesituation, et & uneconnaissanceou a un savoir déterminés qui
permettent de la concevoir. En Théorie des Sitnatifl. S.), la plupart des caractéristiques de
I'auteur de l'erreur (physiques, psychologiques, sociologiques, sasgipassent au second plan.
L’analyse initiale suppose que l'auteur est moééfpiar un actant, c’est a dire un sujet épistémique
quelconqug

La Théorie des Situations soumet a des conditiogthadologiques précises I'extension de
'observation d’'une erreur & d’autres moments, autles situations, a d’autres connaissances, a
d’autres éléves. Elle rejette les agrégationsrailess et non justifiées.

4 Nous avons été amenés a distinguer a I'occasigoubr de l'actant L’'actantest le sujet rationnel qui joue selon les
régles du milieu et qui optimise son jeu,jdeieur est un sujet psychologique qui décide ou non el’8actant d'un jeu
déterminé. Par exemple dans des jeux comme lallbatai le pile ou face en solitaire, I'actant rdacune décision a
prendre, les régles ne lui laissent aucun choaunune stratégie. Seul le joueur prend une décisielie de jouer ou pas, de
lancer la piéce ou non, pour savoir s'il a de land®e, pour passer le temps sans réfléchir etcLésf.doubles jeux de
'enseignement des mathématiques » conférence dg Brwusseau au Colloque « Rallyes mathématiques, Jeux
Compétitions »..Toulouse Juin 2001.

® En didactique, on ne considéere a priori, et essierient, que les erreurs « de bonne foi », cellms lesquelles on
suppose que I'éleve les a produites en leur attiribun sens et donc qui, pour lui, sont des persgresctes. Il en est de
méme, nous le verrons plus loin, pour les erreidaatiques du professeur, mais cela n'exclut pasalyser le role de
I'éleve comme joueur par le moyen de la psychologie
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2. Utilité et nécessité de I'erreur dans I'actiondans I'apprentissage

Dans l'enseignement comme dans la vie couranterelie est essentiellement pergue
négativement : elle est décevante et colteuseche®@pouvant étre vu comme le résultat d’erreurs,
I'erreur est prise comme un indice d’échec. C&atlleurs pour éviter les erreurs que I'on dévelep
des savoirs et des techniques, et qu’'on les erasdi¢ggnseignement classique faisait tout pour branni
I'erreur dans toutes les composantes de I'actdét® éleéves et des enseignants.

Pourtant, dans toutes les théories modernes deristruction des connaissances, théories
psychologiques ou épistémologiques, de Poinc@kirdner et a Piaget et & Bachelard, et sous des
formes diverses, le role de I'erreur dans I'adamtatet donc dans I'apprentissage a été signalémom
fondamental : le jeu des essais et des erreursutoddine adaptation empirique aux conditions et
assure l'acquisition, aussi bien des comportemamis Skinner que des théories scientifiques pour H.
Poincaré (la science fabrique a priori des théayigsl’expérience invalide ou non).

Le fait que la connaissance de certaines erretfestigement commises par le sujet lui-
méme, observées chez d'autres ou simplement eéésagoit non seulement utile mais nécessaire a
I'apprentissage peut s’établir aussi en théoriesiteations. Le fonctionnement naturel d'un sugtd
des situations différentes le conduit pour desoreisergonomiques a utiliser ses connaissances dans
des circonstances incertaines, puis a les modifiafant divers processus tels que les simplificatio
pour faciliter 'usage, les complexifications paiendre le champ d'utilisation etc.

L’enseignement et la pédagogie n'ont que trés ifagament tiré les conséquences de ces
travaux que ce soit en acceptant de facon incérésd’'apparition d’'un nombre ingérable d'erreurs
(sous couvert de situations d’activités « libreou)en voulant les « contrdler » par des évaluation
formelles. Nous reviendrons sur ces problémes kdatnsisieme partie de ce texte.

En fait, le caractére nécessaire, utile, indifféranisible ou exécrable des erreurs dépend d’'un
grand nombre de facteurs et de circonstances gstilessentiel d’étudier en didactique. L'analyse e
termes de T. S. est le seul moyen d’adapter leorapmles sciences humaines en évitant les
importations injustifiées.

En fait les erreurs sont une entrave a l'appremgisset a I'enseignement dans un certain
nombre de cas que la T.S.D (la théorie des simtiidactiques) permet d’énumérer en les rapportant
aux différents systemes en jeu et & I'étape dasepsus qu’elles perturbent.

Nous n’en donnons ci apres que quelques exemples

a) lorsque les erreurs sont non pertinentes : paewd étre établi aucun rapport entre
elles et la connaissance en construction (qu’slésnt dues a des circonstances périphériques
ou a un engagement superficiel de I'actant).

Dans l'action a-didactique, elles forment des didurs. Leur correction non
seulement n’apporte rien, mais encore prend du deetpdétourne le processus. (Mais la
distinction pertinent / non pertinent n'est pasjtats évidente). Au niveau de l'actant elles
semblent dépendre entre autres de la capacité ¢t &u se soustraire a d’'autres
préoccupations. Elles dépendent sans doute deaaittade « concentration ».

Cette capacité est aujourd’hui fortement influeng&edivers facteurs. Par exemple le
débit et la dispersion des informations dans ledias¢ leur séquencage initial et la pratique du
zapping habituent les éleves a des rythmes hadhésdes formes de communication peu
propices au raisonnement et a la méditation. Dé&pgoupations, des habitudes et des
répertoires non pertinents sont promus, pour des®msa quelconques, a des niveaux sans
rapports avec leur utilité dans les activités amities. Ils font alors intrusion de fagon
erratique, non pertinente, et surtout incontrdlémnsd I'activité de [I'éleve. Parfois ils
contribuent & soulager momentanément sa tensias, lanplupart du temps le sujet doit faire
des efforts aussi pénibles que souvent inutiles pewsoustraire a leur action.

Leur effet est accru dans les phases collectiveglidactiques, pour peu que la
situation didactique permette linitiative et I'evgssion personnelles. Leur « puissance »
culturelle leur donne immédiatement une prise &msemble des éléves. Le retour a la
situation en cours est a la charge du professdlar,elst vécue par les éléves comme une
obligation extérieure d’autant plus pénible quesgmification propre et le plaisir qu'elle
pouvait procurer ont été détruits.
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b) Lorsqu'elles sont pertinentes maisngimbreusessi variées ou si complexes a
rectifier et qu’elles ralentissent tellement I'actj que celle-ci devient impossible et échoue ;
Cela se produit lorsque le probléme est trop coxeppeur le répertoire des éleves, ou lorsque
ce répertoire, insuffisamment exercé, est trop fighle pour I'éléve, ou encore lorsque le
professeur alourdit le traitement de ces erreursdes reproches, des explications, des
corrections et des exercices excessifs ;

c) lorsqu’ellespersistent que ce soit chez un méme éléve ou simplement l@dans
classe, de facon plus ou moins sporadique.

d) Elles résistent aux corrections classiques.

e) dans un autre ordre d’idée, lorsque la reprétientou la culture donnent & ces
erreurs une signification, une importance, unemnaésoe telles qu'ellesdécouragent’éleve
ou le professeur

Il y a bien d’autres circonstances qui produisest &ffets

Pour illustrer ce propos, on peut observer uneirfegences de la psychologie cognitive sur
'enseignement. La premiére a considéré que leacii#is de « I'esprit humain » a généraliser et a
appliquer, étaientles (et pour certaintes) mécanismes fondamentaux de la pensée. Les peafsss
(et certains pédagogues comme Z. Diénes) ont @i@sionduits a surévaluer le réle de ces capacités
dans l'apprentissage, a le généraliser et a leémydiser, a le considérer indépendamment des
connaissances en jeu et des circonstances. Pemadiél, cela a conduit & sous-évaluer les diffisulté
de ces « transferts » et de ces applications qus k& prétexte d’étre la base universelle de te@e,
étaient exigés des éléves comme des évidences.

L’histoire et I'épistémologie des mathématiques tremt pourtant la complexité de leurs caractéres

culturels, la lenteur et les errements de ces psuse Donner un statut scientifigue a des

ressemblances peut prendre des siécles a 'humatit€soudre un probleme par application des

connaissances déja obtenues, aussi. Les professaégest souvent que leurs éléves acceptent comme
des évidences la reconnaissance et la compréhemsiorrtaines propriétés qui leur sont familieres

(comme par exemple la division d’'un décimal parautre). Alors que beaucoup d’entre eux seraient
incapables « d’appliquer » ces propriétés danswintanement nouveau (comme la division dans les

p-adiques), sans de grandes difficultés comparabtedies de leurs éleves.

La genése des erreurs suit les mémes lois quenksgedes connaissances « bien faites »,
seules les conditions sont différentes. Des coimeptse créent au gré des activités propres, des
enseignements et du développement de I'éléve,imestae révelent plus ou moins inadaptées ou
fausses pour certains usages (« misconceptioRoujquoi ?

Par le jeu naturel du fonctionnement normal declasge. Un éleve utilise le modéle implicite
le plus simple qui ne recoit pas de désaveu : iletiendra par conséquent — et Iégitimement - lgue
minimum des conditions d’'un théoréme : celles aquirpont apparaitre ou non. Si certaines conditions
sont toujours effectivement réalisées, les retegligve d’'un godt arbitraire pour le savoir formel.
Exemple : Si toutes les fonctions étudiées a utaiceniveau scolaire ne sont discontinues qu’aux
points ou elles ne sont pas naturellement définieg,a de grandes chances pour que les éléves
économisent en confondant les deux concepts.

D’autre part, une conception erronée n’est pascotiection de connaissances fausses. Toutes
les conceptions effectivement étudiées présenférdu tard des faiblesses. Les didacticiens en ont
déduit que, pour comprendre les conditions d’eristeet de maintien des connaissances et des
erreurs, il fallait étudier leurs « écosystemesisse, méthode qui releve de I'agrégation de sanat
et non plus de modélisations locales.

3. Typologie suivant le type d’interaction et de répege engage

En suivant la typologie des situations a-didactgoe fait apparaitre

- des erreurs de décisions relatives a I'action ems;delles se rapportent principalement au
répertoire des connaissances et des modeéles itaplidiaction (« des théorémes en
actes »).
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Exemple : I'éléve qui écri(\/a—\/g)z =a—b au cours d'un calcul peut le faire
- parce qu'il croit vraiment que (abF &- b* , simplification pour assurer la
« conservation ostensive, ou confusion avec urre @éntité remarquable
- ou alors parce que bien que sachant que *(a-H)+ b°- 2a.b , la difficulté de la

substitution a pa&/g le lui a fait oublier
- ou parce que ¢a arrange trop bien un résultat sisgghme ceux que le professeur
semble attendre d’habitude...

- des erreurs de formulation, dans les communicatiodsessaires a l'action ou qui
'accompagnent, (elles se référent & I'usage degalges divers, y compris iconiques par
exemple pour la géométrie)

Exemple : «la proportion 1,5 pour 3 est la méme ¢m proportion 5 pour 10 »; «le
coefficient de proportionnalité de 2 et de 3 e8t>2/Des formulations approximatives peuvent ne pas
entraver la pensée dans un premier temps, massrelhelent difficile 'examen de cette pensée et ses
explications et d'ailleurs toutes les situationesdves. Tenir pour équivalentes des formulations
effectivement différentes, utiliser un terme pour autre, un terme trop général pour un usage
particulier ou un terme trop particulier pour urjettgénéral, utiliser une métaphore au lieu d'une
description précise etc.

- des erreurs d'interprétation, de compréhensionxpligation qui apparaissent dans les

débats a propos de l'action (elles se réfereatcdhception des éléves et aux savoirs).

Exemple : I'éléve calcule avec des vecteurs ou aescmatrices comme avec des nombres

réels sans discernement.

Chaque type releve de formes de connaissances @peeoires différents et par conséquent
de types de corrections différentes. Par exemple,eureur dans 'action peut rester implicite, te¢ &
corrigée par imitation... d’autres demandent aiéatifiées explicitement, interprétées, expliquées

L'identification de ces types d'erreurs est esstmibur le professeur qui doit choisir une
réponse didactigue adéquate. Suivant ces typpsuily avoir des différences considérables de temps
passé a rectifier une erreur, de difficulté & leefad’efficacité de la correction, toutes variable
essentielles pour le processus d’enseignement.

4. Typologie des formes d’inadaptation des décisions

L'écart entre le projet et le résultat peut coneldiregretter la décision pour diverses raisons :

)] La décision est pas inconsistante : elle prendoampte des éléments de la situation, mais le

fait dans un systeme contradictoire. Par exemple
«2x = 3, alors x = 3 — 2 » La confusion entrgteduit et la somme constitue un

systeme qui ne peut pas étre pertinent : si le ipremembre correspond a une situation, le
second ne lui correspond pas.

i) La décision est consistante mais n’est paginente elle ne peut pas étre interprétée parce
que la connaissance qui I'a produite se fondaitdasr caracteres absents de la situation, ou
parce qu'elle n'est pas repérable. La décision pga de sens méme pour celui qui I'a
produite, il s’agit d’'un malentendu ou d’'une répoireconsidérée ou inexplicable

iii) La décision est pertinente, en ce sens qu'ellgexds les régles de 'action en cours, mais elle
n'est pasadéquateau projet de l'action, elle n'assure pas le suct®sonnaissance qui I'a
produite est fausse ou mal employée... Exemple l&fagtorise au lieu d'effectuer

iv) La décision est adéquate elle donne bien une splutiogique » ou elle y contribue mais elle
n'est passatisfaisantgour le sujet : elle va lui demander trop de teoys$rop d'efforts. Elle
n'est pas adaptéepar un aspect ou un autre : par exemple, elleeree [g|as comprise si une
communication est nécessaire. Exemple : I'éléilseila formule générale de résolution des
équations du second degré alors qu’une racinevaitrde, ou en mécanique il recourt aux
équations de Lagrange quand les théorémes géngoaraient lui donner plus directement la
solution.

V) La décision est pertinente, adéquate au problendacttjue, adaptée et satisfaisante pour le
sujet mais ce n’est pas celle que I'enseignanhddii€ elle n'est pas idoine & 'avancement de
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la situation didactique. Certains professeurs dufadresse, dans ces cas la, de pas parler
d’erreur mais plutdt de malentendu, mais, beaucquuyr gagner du temps, ne les
distingueront pas. Quelles que soient les circowsts, les éléeves comprennent qu'ils doivent
éviter aussi ce genre d’écart et font entrer lagr@mension des intentions du professeur dans
leur systeme de réponses. Ce qui offre des faciié professeur pour obtenir de bonnes
réponses sans que les connaissances visées scigriges. L'éléve ne peut utiliser ses
connaissances qu'en se guidant sur les habitudksctdjues du professeur et les divers
effets qu'il utilise : « analogie » ou « épisténgito» abusives, « Topaze », « Jourdain » etc.

5. Typologie suivant les connaissances en jeu,
Obstacles ontogénétiques et épistémologiques

En mathématiques, chaque erreur est spécifiqueptalsiéme et d’'uneonnaissancell n'y a
aucune raison de croire, a priori, qu'un éleveapprend a éviter une erreur dans l'usage d’un kalcu
ou d'un algorithme, va lui enseigner naturellemgdviter une autre erreur dans ce méme algorithme
ou «la méme » dans tout autre. Le moyen d’idemtiles ressemblances entre les erreurs, c’est
'organisation méme des mathématiques et finalenbent raison d’étre : la rectification de la
compréhension d’'un théoreme est supposée se réescu la compréhension de ses réalisations, de
ses applications et de ses conséquences (ce aip#s déja si évident) et de ne s’appliquer qu’a
elles. Toutes les généralisations exogenes soatdeses et en puissance des sources de nouvelles
erreurs. Il n'y a pas plus de traitement univedgel'erreur qu’il n’y a de connaissance universelle

Certaines erreurs peuvent étre produites par laig#g connaissances « correctes » ou au
moins légitimes qui se comportent néanmoins comnmes d obstacles ontogénétiques,
épistémologiques ou didactiques ». Par exemplephapréhension élémentaire des opérations dans
les nombres naturels fait appel & des connaissgraréisulieres (la multiplication est une addition
répétée du méme nombre, elle donne un résultagpusl que les nombres multipliés). Mais lors de
I'apprentissage des décimaux ces connaissancesndevit fausses ou inadéquates, sans que l'éleve le
soupcgonne. Ce fait produit des difficultés et deewrs répétées, opiniatres, jusqu’au moment ou
I'obstacle constitué par cette premiére forme denassance est détruit. La T. S. a mis en évidence
gu'en mathématiques aussi (contrairement a l'opinite Bachelard) des connaissances (méme
correctes ou “légitimes”) peuvent créer ddxstacles épistémologiques Elle en a donné plusieurs
autres exemples a différents niveaux. Ce fait aiisde base a I'étude de lardnsposition
didactique” développée par Yves Chevallard. L'ordre dansué&tgla premiere rencontre des
connaissances s'effectue, lors du développementedéant, ne peut pas étre conforme a une
introduction completement axiomatisée. Les situaticencontrées sont néanmoins résolues, mais par
des procédés provisoires (qui devront étre abaré&nmou bien soutenus par des connaissances
localement valides mais «fausses ». Ces premiéogsaissances se constituent en obstacles
« ontogénétiques » inhérents au développementgeon conservation des nombres). La différence
entre les obstacles épistémologiques ou « didagigu(créés par les choix didactiques) et les
obstacles ontogénétiques est que, si les seconpardissent sans laisser de souvenir, les premiers
doivent, au contraire, faire I'objet d’'une prise@mscience : « en revenant sur un passé d’erreurs,
trouve la vérité en un véritable repentir intellet »., et ils ne sont jamais totalement effacés

Il est important de remarquer que pour traiteré€ar, que ce soit par le professeur, par I'éleve
ou par I'environnement, il est nécessaire de libater un statut et une origine.

Rappelons qu'il ne suffit pas de relever un écatteece qui est désiré et ce qui est obtenu
pour attribuer a cet écart le statut d’erreur. t&mises ii) et iii) ci-dessus évoquent le pouvoir
d’expliquer la décision critiquée par autre chose tignorance ou la malveillance des acteurs. Donc

c’est seulement celui qui peut considérer la répatmisie, son effet sur les résultats immédiats de

6 G. Bachelard : « la formation de I'esprit scientifig» VRIN, p. 14

" ce qui permet aux professeurs de « comprendregerue d’erreurs des éléves. Ces erreurs sont ensises » par les
experts. Lorsqu’un mathématicien devient professkedoit soulever cette scotomisation pour reterula mémoire de ses
propres erreurs. Certains ne le veulent pas dedeeperdre leur expertise.
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I'action, son alternative valide, sa significatippur un apprentissage en cours et une explication
appropriée pour le préparer qui peut attribuertdéus d’erreur a une décision. Le faire en s'apptiya
sur la connaissance des processus eux-mémes epasorsur des opinions ou des inférences
hasardeuses apparait donc comme le privilege prescplusif du professeur. Lorsque I'éléve est en
mesure de reconnaitre son erreur de cette mamigneiesseur, par définition, la taxera daute »
puisque I'éléve « savait » ce qu'il fallait faire.

En réalité I'application du savoir n’a rien d’autatigue et l'attribution par I'éléve lui-méme
du statut d'erreur, a une décision est un si potskecteur d'apprentissage que les professeurs ont
intérét a développer cette attribution par les édéva difficulté, c’est de savoir comment, a cuell
occasion et jusqu'a quel prix on peut I'obtenir. G@amétre est éminemment variable avec les
situations et les savoirs.

6. Typologie des erreurs suivant 'importance de$econséquences

Le producteur d’'une connaissance nouvelle ne s généralement, quelle sera, dans I'avenir,
I'importance de son apport. Au mieuy, il peut laigponner ou la supposer.

C’est I'histoire qui donnera une importance et tatg (d'ailleurs toujours révisable). Il est dorain

de vouloir faire que I'éleve distingue, a prioridet lui-méme, des différences d'importance entse se
erreurs. Il ne peut pas distinguer les erreursyqatrendre difficiles des acquisitions ultérieuresce

qui est pour le professeur le critere le plus ingrar De méme, il lui est difficile sur une premié
présentation d'imaginer si les mémes conditiong gerprésenter souvenbu non.

Dans une action comme dans un objet techniquey ipas de détail : petit boulon ou conception
d’ensemble, toutes les conditions nécessaires égatement essentielles. C'est seulement le
professeur qui peut enseigner, avec les connaissafiimportance relative des erreurs et leur
signification. Ce sens de I'importance des errdaites ou évitées (le Haha! ou le Euréka!) joue
néanmoins un réle important dans les acquisitien&éteve.

L'étude de I'importance attribuée par les élevésuas erreurs et de son réle dans les comportements
des éléves a été entreprise mais on constate gje'glltrés erratique et qu’elle est surtout leetafe
'opinion du professeur, lequel pratique souvefitrwersion des priorités » : des écarts par rappor
aux regles qu'il institue pour son enseignemerite§aun trait de quatre carreaux pour séparer les
exercices) prenant plus d'importance que les esrdeimathématiques elles mémes.

Les échelles d'importance des erreurs utiliséedeggagléves comprennent au moins :

- les erreurs qui ne sont pas susceptibles de sedidpe (dans I'opinion de I'éléve) ;
- celles qui sont faciles a apercevoir avec un peattiinement ;

- celles dont la sanction ou la correction sont pksibles que I'évitement ;

- celles dont I'évitement parait plus colteux qusdaction.

7. Erreur faute et échec, le percu de I'erreur péteve

Nous avons vu qu’unerreur est une décision qui peut étre « reprise » cardgns le cours
d’'une méme action alors qu’thecest le résultat négatif d'une ou d’'un ensemblelédsions qui
ne peuvent plus étre reprises dans cette situldtion

Une faute est une erreur qui va a I'encontre d'une régldgitament connue de celui qui la
commet, ce qui lui permet de se faire reproched’one obligation convenue avec un inter actany (il
a trois protagonistes : deux actants et un milieile faute est une erreur dans le rapport avec un
responsable ou un contrbleur. La faute comprend composante « morale », mal acceptée
aujourd’hui dans la mesure ou elle dévie la natsoelvent la forme et toujours le vécu de I'erreur,
mais qui a néanmoins une certaine légitimité smoki méme didactique. L'interprétation des erreurs
en fautes semble étre un sujet de désaccord estpmtents et les professeurs, peut-étre parctequ’e
engage des questions d’autorité et de légitimité.

Nous avons signalé que la reconnaissance d’'uneremelique celle de ses rapports avec ses
conséguences et en particulier avec I'échec d'wjeprAu cours de I'enseignement, le partage des
responsabilités entre le professeur et I'éleveécegours en évolution, de sorte que le statut desies
peut se modifier a I'insu des acteurs. L’éléve aibpouvoir faire un essai, le professeur le regpren

Page 8



comme s'il avait commis une erreur dans un exer@tesi cette décision ignore un enseignement
avére, c'est méme une faute, voire une offenserafiggseur. L'éléve peut d'ailleurs essayer de faire
jouer le glissement en sens inverse et de préseoteme une hypothése ce qui était a I'origine de sa
part une opinion franchement erronée.

Cette dialectique des statuts de l'erreur entresaie», « erreur », « échec a un exercice »,
« échec d'un apprentissage », « faute », etc. esier@ment une caractéristique des processus
didactiques et n’est vécue par I'éléve que parimi&ation des critéres de son entourage.

Les typologies d’erreurs attachées a une connaisgaarticuliere, comme « la géométrie »,
doivent étre étudiées a part. Nous disons seuleamemtot dans le dernier paragraphe, a propos de la
méthodologie de l'identification des agrégats @ars, qui sont, en fait, la base de I'’étude coralet
I'apprentissage des connaissances.

B. Les erreurs de I'éléve du point de vue du profegur
1. Modalités de la réaction didactique a I'erreur délgves

Notre approche nous conduit maintenant a envidadgeaitement de I'erreur de I'éleve, par le
professeur. C'est un cas particulier du controlend’institution par une autre.

La situation typique est celle ou I'éleve donne wéponse erronée, mais ne peut pas le
savoir :

- soit parce que la connaissance nécessaire lulétitit,

- soit parce que la situation effective ne lui perpes de voir les effets de sa décision, en
particulier parce que le rapport a la situationbjective » (le probléme tel gu’il est
énonce) est fictif, le sujet ne peut « voir » gaea’il imagine.

C’est le cas ou la charge de révéler I'erreur inoerau professeur. Il peut le faire par tout un
éventail de réactions : critiquer la réponse, fuser, poser une question, lancer une suggestion,
opposer une autre réponse, dénoncer 'erreur,rdorpicitement la preuve de I'erreur, etc.

C’est aussi le professeur

- qui garantit la valeur de la bonne réponse, parg moyens (autorité, explication, preuve
pragmatique)

- et qui propose les moyens d’éviter cette erreuadeihir (connaissance, apprentissage,

etc.).

Remarguons que ce dernier point exige donc un taperspécifique (épistémologique et
didactique) commun au professeur et a I'éleve,pguimette de décrire I'erreur et de l'attribuer a un
meécanisme producteur (la cause de I'erreur : tsavais pas ceci, ou c’est difficile, j’ai mal explé,
tu n’a pas appris, tu as oublié, tu étais disttaies stupide...) et qui préfigure les décisionaclidue
du professeur (je répete, tu sauras, tu refaisroiplgme semblable, tu t'entraines, fais attentiorjeo
te punis, personne ne peut rien pour toi ...)

Finalement, c’est linstitution scolaire qui porteute la charge et la responsabilité de
« I'erreur » : de la reconnaitre, de I'identifide la corriger, de I'enseigner. Enfants, parenisaefois
psychologues ont tendance méme a lui reprochea geolvoquer par le choix des sujets d’études ou
des exercices, et par |a d’étre responsable desrertOn a entendu cette rhétorique aux Etats dinis
certains professeurs se sont vus attaqués engjtidouble motif qu’ils avaient voulu humilier teu
éléves en leur donnant des exercices ou ils avéntles erreurs et qu’ils n'avaient pas fait leur
travail d’enseignant, ce que prouvaient les errel@s éleves ! Dans le cadre d’'une construction de
connaissances et sous les conditions de régulgtiennous signalons ici, la provocation et I'erreur
non fautive sont toutes les deux légitimes.
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2. Typologie des erreurs suivant les possibilitésede Utilisation dans le processus
didactique

Pour des raisons qui seront rappelées plus loididictique ne s’intéresse qu’a celles des errguirs
auront une conséquence sur I'apprentissage etisituidactiqué
Le professeur ne peut tenir compte d’'une erreun dlave que sous certaines conditions ; il faut :

a) que la production de cette erreur soit suffisamnfiéuente chez cet éléve, ou suffisamment
répandue sur un ensemble d’éléves,

b) que cette erreur ait des conséquences importantesd’autres acquisitions ou sur le
déroulement ordinaire de I'enseignement,

c) et surtout que I'on puisse lui rattacher des déssididactiques, relativement a la gestion ou a

I'organisation de I'enseignement:

- Certaines assez spécifigues, comme la démonstrafiexplication, I'expansion du
probléemes en lemmes et corollaires, la présentatie contre-exemples etc. Ces
stratégies exigent l'utilisation par le professeer I'organisation des connaissances des
éléves et de leur culture mathématique : Un enedignt trop pragmatique ou mal
structuré du point de vue théorique va renvoyeveSiéet professeurs vers un océan
d’apprentissages complémentaires. La structuraties connaissances et l'usage de
théorémes et de théories adéquates est une éconudigpensable. Mais I'économie
exige un certain rapport entre la taille du chanucturé et la complexité de la
structuration. Il n’y aucun intérét ni aucune edfidé a structurer un espace vide.

- D’autres moins spécifiques comme [lillustrationaralogie, la re-formulation, la
répétition, ont la faveur des pédagogues. Or, suga mathématiques, elles portent de
forts dangers de réifications inadéquates. Elldgeax et contribuent a développer des
agrégats de connaissances, différents des conegpaientifiques. Ces conceptions sont
souvent fausses et sources d’'erreurs. Pourtan®st malheureusement pas raisonnable
de dénoncer uniformément 'usage de ces procéddsritues. Si chaque cas particulier
d’analogie, de métaphore, de métonymie, etc. asguable comme moyen explicite
d’établir la vérité mathématique, l'utilisation des figures est inhérente a la pensée
mathématique comme a la pensée tout court. Cesfjireoné, c'est leur assomption en
méthode.

- D’autres encore font appel & des théories sur leégge des erreurs encore moins
spécifiqgues, comme les applications naives du betisme. La répétition d'un acte « non
ezrroné » joue un certain réle dans I'acquisitimajs ce role est d’autant plus faible ou
douteux que l'acte est plus éloigné de ses mécasisim production et de reconnaissance,
c'est a dire des connaissances qui I'étayent.

- D’autres peuvent mettre en jeu des classificatiensles ségrégations des éléves : en
surdoués, doués, sous-doués etc. . Mais il estatlaicette solution ne fait que déplacer le
probléme. Le professeur ne peut pas enseignems@ndes difficultés et des erreurs ne se
présentent.

- la décision la plus radicale est la suppressionl'ekercice ou de la notion. Cette
négociation a la baisse n’a pas de borne inférieure

La T.S.D. ne porte pas de jugement a priori sumeéthodes, elle s’efforce seulement de déterminer
leur domaine de validité

Le fait, pour un professeur, d’avoir une connaissanaffinée de certains processus cognitifs raas,
lesquels tel éléve a été conduit a produire ureueparticuliére, ne peut habituellement lui sequie
pour I'organisation générale de son enseignemedat¢andition que la complexification du cours soit
en rapport avec la probabilité d’apparition derbar) mais pas pour ses interventions aupres des
éleves

Nous pouvons avancer pour ce point les raisonsistes :

8 Cette clause est la cause principale des différequoe$on observe entre le traitement classiquestdesirs ou le traitement
enT.S. etcelui quidécoule de la T. S. D.H&drie des Situations Didactiques
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a) les erreurs personnelles n'aident pas les autrege®l seules les raisons communes sont
utilisables,

b) les éléves, qui n'ont pas cette culture, peuvenpase comprendre ces explications que ce soit
individuellement ou collectivement,

c) les explications qui ne débouchent pas sur unemédmtion » sont inutiles, or les seules
remédiations autorisées et recommandées aux peafsseelévent d’un répertoire didactique et
pédagogique et non « psychologique » que ni leandton ni leur fonction ne permet d’assumer
professionnellement. Leur psychologie — il leurfam beaucoup - doit rester implicite dans leurs
rapports avec les éleves.

3. Typologie suivant le nombre d’éléves concernés

Selon le moment et les circonstances, une mémaremathématique peut donc étre pour un
professeur :

- une exploration Iégitime d’'un cas douteux,

- un accident ordinaire, prévu et véniel,

- un sujet de réflexion et d’apprentissage,

- une décision malheureuse a reprendre aussitot,

- une mauvaise habitude systématique qu'il faut wWger» par des exercices
appropriés et une vigilance particuliéere,

- un lapsus,

- une erreur insignifiante,

- une faute grossiére qui si elle n'est pas une eddace, trahit une ignorance
complete.

Ces erreurs peuvent étre

- communes (a de nombreux éléves) ou particulietestiiées)

- spécifiques (portent toutes sur les mémes quetianson (diversifiées),

- systématiques (toujours la méme réponse aux mémestigns) sporadiques ou
erratiques,

- persistantes ou labiles (fugitives) (toujours lé&smas éléves ou non).

Les décisions du professeur reposent sur une éiaiude la situation qui fait appel a ces
caracteres et elles ont pour objet de réguler utainbenombre d’autres variables : par exemple la
recherche d’un équilibre entre 'intérét généralliatérét de tel ou tel €leve, pour le temps résex
un travail, pour le choix des exercices.

Pour réguler I'apparition puis la disparition d’'uekeeur donnée, le professeur doit faire la part
de ce qui lui semble di a I'organisation de soreigmement (bonne ou a améliorer), de ce qui revient
a la difficulté intrinséque, épistémique, de la siom traitée, et de ce qui peut étre attribué aux
« capacités » de I'éléve.

Parmi ces décisions didactiques il convient derdjger :

i) celles qui seront ignorées des éléves : elles nedppel qu’aux décisions du professeur et
elles passeront inapercues des éleves (commepeessgpon ou la modification),

i) celles qui resteront implicites ou tacites, I'éléeetifiant sans analyse suivant l'indication du
professeur,

i) celles qui devront faire I'objet d’une analyse ‘eing explication de la part du professeur,

iv) celles qui devront faire I'objet d’un travail spégue de la part de I'éleve.

Il est clair qu'il s'agit d’'une classification iresttanée : une méme erreur regoit a un moment
donnée une décision didactigue et une seule. Laemémeur, (méme situation, méme écart,
indépendamment de son occurrence) n’'entraineralgpaséme décision a différentes étapes de
I'apprentissages ou a différents niveaux scolaioessuivant le nombre d’occurrences qui I'auront
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précédée. En général une méme erreur passe dunieait i) ci-dessus, en tout début d’apprentissage
aux traitements suivants ii, iii, iv dans I'ordrppur finir au statut ii lorsque I'erreur paraigiariviale
gu’elle sera jugée erratique et vénielle.
Et dans chaque catégorie, il convient de distingggetypes de réponses (et de corrections) du

professeur

- celles qui concerneront tous les éléves, qu'ilateedt ou non I'erreur,

- celles qui concerneront seulement les éléves quifah I'erreur mais qui seront

traitées collectivement et publiquement
- celles qui concerneront ceux qui ont fait I'erreugis individuellement et en privé.

La Théorie des Situations didactiques « montreeslguaux de réussite est une variable dont
la valeur est régulée par le systémen dessous d’un certain taux d’erreyslé devoir proposé
apparait comme une exercice trop facile, qui mest susceptible d’apporter un apprentissage tile e
qui est donc une perte de temps ou une redondAncgessus d’'un autre taux t il apparait comme
un probléme trop complexe qui exigera de longuesections et apportera peu d’apprentissages, il est
donc aussi pour la plupart des éléves une pettenaes. De plus, a moins d’étre accidentel, il cnée
insatisfaction excessive. Le professeur corrigees@gences de fagcon a obtenir des réussites egdre c
deux valeurs. Il s’agit donc d’une sorte de loidttgue.

Cette loi est confirmée par I'observation : danprigique ordinaire, le taux optimal parait étre
voisin de 80 9%. Toutefois les valeurs autour desquelles les @rixéussite sont régulés peuvent
varier suivant certaines caractéristiques pédagegigsuivant les méthodes ou les enseignants.
Cependant la pratique inconsidérée de taux asféredits conduit régulierement a d’autres diffiéalt
1 De toute facon la pratique systématique de teus fconduit & certains échecs alors que la prtiqu
de taux variables suivant le type d’activité efficlie & gérer et n’est pas bien compris par Isté&gne
éducatif. Ignorer ces différences conduit & deemeahdus entre les professeurs et la sociéte.

L'observation de ces différentes valeurs et de lkexplication » puis leur modélisation
mathématique serait donc un beau sujet de recherchehéorie des situations ».

4. Typologie d’erreurs associées a l'activité mathéma

Nous avons signalé a plusieurs reprises que lifiation de I'erreur, son explication et la
décision didactique de « remédiation », dans launeesu I'éleve devait étre associé a cette décision
devait s'effectuer a l'aide de l'organisation desnmaissances déja enseignées (et si possible
effectivement connues de I'éléve). Dans I'analyaeptbfesseur, I'erreur est d’abord rapportée a un
niveau praxeologique :

- erreur spécifique a la tache,

- erreur de technique : le professeur peut critidaemise en ceuvre, I'exécution, d’'un mode
opératoire connu,

- erreurs de technologie : le professeur critiquehlax de la technique,

- erreur de niveau théorique : le professeur incinas connaissances théoriques de I'éleve qui
servent de base a la technologie et aux technapsExiées.

% |l est facile de montrer la régulation empiriqueinet de la prouver dans des modéles assez généraux

% valeur d'observation, mais plusieurs modéles tendea justifier.

11 Les taux de réussites peuvent étre observésoilemt &tre compatibles avec un certain nombre aleraintes qui en

fixent les bornes. Chaque contrainte peut se tradpér des modeéles « grossiers » comme celui doragrés a titre

d’exemple, mais la combinaison des contraintebesticoup plus compliquée. Les valeurs observéasisileurs souvent
sur-déterminées. Supposons qu'il faille que chaqabjectif » soit atteint a un certain niveau auae probabilité de 0,96 et
que le professeur dispose de deux « situationstitiges » :

- 'une qui donne a chacune des présentations aé&me éléve une probabilité d’acquisition de la lBon@ponse de

0,8 :apres 2 présentations, la probabilité d’adtoisest 0,96.

- lautre qui a une probabilité de 0,5 : il fautml® présentations pour obtenir une probabilitév@dgnte. Avec 0,3, ce
qui n'est pas exceptionnel pour des situations ewn quvertes, il faudrait 9 présentations, ce gesinpas compatibles
avec certaines contraintes de temps, mais une lpilitbae 0,9 demanderait de toute fagon 2 présenta

D’autre part une situation qui permet d’obtenibtmne réponse en une seule présentation ne sotjigitine trés petite partie

des connaissances reliées a cette connaissance.rofésspur choisira une situation compatible aveitiés contraintes.

Les professeurs essaient de maintenir des valeceptbles en contrélant I'incertitude des éléves.
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Ce dernier point est tres utilisé par les professdls identifient alors I'erreur avec un manque
de connaissances, (et bien sir des connaissanga®ghamme) et se relancent sans peine dans un
projet d’enseignement déja familier.

Cette stratégie didactique a ses avantages maigpellt mener a des blocages lorsque le
diagnostic du professeur est faux ou qu’'un nouvelegnement ne permet pas de modifier les
réponses de 'éléve. Par exemple, si les éleveterit leur résolution en utilisant essentiellement
leurs « connaissances » (leurs modeéles implicitesspontanées), et si le professeur répete la
résolution formelle et seulement ses rapports réts » avec les savoirs enseignés — ce qui est
explicité — sans modifier les modeéles implicitésrreur se reproduit et la correction insuffisaatessi.
L'éléve sait son cours, comprend la résolution maas « trouve rien » au cours des nouveaux
probléme¥.

D'ou lidée de rechercher des «causes d’erreusalleurs que dans les connaissances
enseignées. En fait, les modéles spontanés nepasmeconnaissables (par définition) par les éleves
mais ils sont une partie des connaissances néassala compréhension et a I'usage des savoirs
enseignés et ils participent étroitement aux cotaes relatives a ces savoirs. C'est dans ce dwmai
que les études de didactique font I'apport le phuiginal, servant de pont et de filtre entre
I'épistémologie, la psychologie et I'enseignemeRar exemple, en géométrie, la T.S.D. a montré que
les conceptions spatiales des sujets differentastiiles points de vue micro, meso, et macro spatial
qui gérent les modéles implicites de la géom&tri@ette importante observation permet d’organiser
les enseignements et les remédiations de nombretrsess™.

5. Phénomeénes liés aux erreurs liées a I'épistégielspontanée les professeurs

La facon dont les professeurs concgoivent spontangiimeganisation et le fonctionnement
des mathématiques est fortement influencée pargmfession et par la nécessité de satisfaire les
conditions énoncées plus haut.
L'attribution d’'une erreur a un « manque de corswises » n'est d’'ailleurs pas si simple
gu’on pourrait le croire. Pour la plupart, cesiltttions sont fondées sur des rationalisationslésca
(de lactivité des professeurs), sur des décompasitformelles et « technicistes » des taches (le
professeur incrimine chaque étape de la résolgams remonter aux conceptions productrices de
I'ensemble de la réponse) et sur des théories psyohnitives sommaires ou erronées.
Par exemple, dans une démonstration, I'erreur guasiste a utiliser la réciproque non valide
d’un théoreme connu peut apparaitre entre autres
- comme une erreur tres généraldatfque: « une tendance a remonter les implications sqien
faudrait il expliquer pourquoi c’est cette impliiat 1a, qui donne lieu a ce phénoméne ; car les
éleves ne remontent pas n’'importe quelle implicgtio

- ou étre attribuée & une méconnaissance dans chdesrbéoriesnathématiquegplus faibles que
celle étudiée et ou figure ce théoréme ou un timéerEmilaire,

- étre attribuée a une représentation erronée datsored en jeu, méconnaissance de I'espace et de
ses transformations et de leur invariants...

- ou étre reconnue pour une erreur d'applicationageis, voire d’inattention.

De fagcon générale la recherche d’'une « cause sti@Hed’'une erreur est rarement couronnée
de succes.

Parfois les explications mathématiques des errearsvoient substituer des explications
fondées sur des phénomenes étrangers : psychatsgigpistémologiques, sociologiques etc. Méme
lorsque ces explications sont fondées sur des ¥@itgliques, elles conduisent a des difficultés
imprévues. En effet les professeurs sont amergs&bquer dans leurs rapports avec les éléeves et p
« perméabilité didactique » a introduire ces cotxegans leur enseignement. Comme leur

2ce phénomeéne est classique en Physique ou la méguetion dépend de représentations non enseighdesnodéles
spontanés. Il a été montré en dynamique élémengairkaurence Viennot et Edith Saltiel

¥ Théses de Grécia GALVEZ Aprendizaje de la oriéntaen el espacio urbano. (CINVESTA IPN UniversigéMexico)
14 Théses en Francais de M.H. SALIN et R. BERTHELOTTdBAUTIER , de Dilma FREGONA univ. Bordeaux 1
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intervention dans le domaine de la psychologie wwstdtut social de leurs éléves #gpitime, ces
explications sont inexploitables. Elles jouent atisiement le rdle d’alibi et font baisser la mies
du contrat didactique.

Ces difficultés sont pressenties par les professeais mal connues d’eux et surtout ignorées
par les institutions de la noosphere. Celles-ctewsent d’'assigner a I'enseignement des objedifs d
plus en plus ambitieux, de dénoncer ses « échatgiigvancer des explications exogénes.

Il reste a établir qu'il existe des moyens de rerldgitimes et efficaces les interventions. Si
ces moyens existent, leur usage passe par I'&abisnt de connaissances slres qui permettent de
développer et de contréler des techniques professies que la noosphere contréle mais reconnait.

Ce n’est pas le cas aujourd’hui.

Le matraquage médiatique entretenu par la noosplepeis quarante ans autour de I'école
tend a faire croire qu'il suffirait d'imposer aurgbesseurs une obligation de résultats pour I'dbtén
tire argument de la moindre information sur lesatsppossibles (mais incontrélés) de la technologie
(audio-vidéo, informatique ou internet) ou des ®BCEs « humaines», que les enseignants
« négligeraient », pour faire avec assurance lepgsitions les plus extravagantes. Alors que,
parallelement, la méme noosphére refuse d’accdpterconditions scientifiques, techniques et
sociales, d’'un vrai professionnalisme des profasset tournent leurs pratiqgues en dérision en leur
opposant I'orviétan de I'innovation ou des pratigjidividuelles. Cette attitude est irresponsads,
conséquences négatives sont incalculables.

C. Leréle des erreurs des éléves dans les systérde régulation de I'enseignement

1. L'influence de la noosphére

Les erreurs et les échecs des éléves sont le npoyeipal par lequel la noosphére percoit les
résultats de I'enseignement et prétend les comtrDle sorte que la facon dont elle percoit cesuesre
et les interpréte joue un réle de plus en plus mapd dans leur gestion scolaire et extra scolaire.

Ses membres aident la population dans ses décaminsisiet de I'enseignement en se justifiant
par divers motifs :

- ils sont spécialistes de certains « savoirs » ppar avec ceux qui sont enseigneés,

- ils « connaissent » certains aspects de I'enseigngem

- ou simplement leur statut d’intellectuels leur denm acces a certaines informations
rendues disponibles dans la culture par les apdertiverses disciplines.

Mais en fait, cette « compétence » est beaucoupliphitée qu’'on ne pourrait I'espérer. Elle
ne s’'appuie pas sur une prise en charge effectisgrbblémes scientifiques que pose la diffusian de
connaissances mathématiques dans la société. Peuaidons qu'il n’y a pas lieu d’examiner ici, il
semble méme que le développement des recherches dandomaine (la didactique des
mathématiques) soit vécu comme une intrusion dam® carré, comme une entreprise qui remet en
cause I'essence méme de leur compétence. Ainsgueda didactique sort de la description des
pratiques (tolérée mais péjorée) pour s’interragerun mode plus scientifique a propos de questions
plus générales, elle est violemment combattueuehé® en dérision. Cette attitude est a rappradder
la facon dont les travaux d’économie au®® siecle ont été recus et subordonnés a la réussite
commerciale ou politique de leurs auteurs !

Mais il devient de plus en plus clair que ce phémoenn’est pas une simple réaction de
défense, un accident de [I'histoire, et encore mainscomplot. Il semble qu'un ensemble de
phénomenes proprement didactiques assez incoercbl@ en jeu pour créer un véritable obstacle
socio-culturel a I'émergence d’'un champ scientdiglirectement dédié a la diffusion des savoirs.

La T.S.D. a permis de mettre en évidence plusigairénoménes liées des décisions
malencontreuses essentiellement dues a des inteng&ninconsidérées de la noosphére dans
'enseignement des mathématiques. Nous n’en évogsegu'une : lintroduction de I'évaluation
formelle exogene aux processus d'enseignement tri@awclassique, mais mal étudiée, serait

15 yoir note supra. Ce paragraphe n’est pas le frut@’étude théorique, mais celui d’observationsoperslles s’étalant sur
une quarantaine d’années (1960-2000)
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lintroduction dite « des mathématiques modernesDautres approches, notamment I'approche
anthropologique ont pris en considération et migwddence de facon plus précise le fonctionnement
de la noosphét® Il s’agit d’une « institution » cachée, qui résut’'une somme de comportements

individuels. On devient noosphérien comme on ddévi@me ou mére, on a conscience d’avoir une
responsabilité mais on ne peut pas I'exercer coonmaétier.

2 Les méthodes de régulation, les erreurs épisténmpleg et scientifiques de la noosphére

L’évaluation de I'enseignement est essentiellemeasée sur celle des comportements
terminaux de cohortes d’éleves.

Cette pratique a été « rationalisée » par des rdéthgues, sans référence au fonctionnement
effectif des connaissances et des acquisitionpaeitulier en mathématiques. Sous I'impulsion des
administrations, elle a pénétré de plus en pludopdEment dans lintimité des pratiques de
I'enseignant.

Accompagnée de principes tels que :

-« tout ce est qui enseigné doit étre appris » quuwa corollaire qu’on ne doit enseigner que ce qui
doit (et peut) étre appris,

- «tout ce qui est demandé doit s'appuyer de facgliote sur ce qui a été officiellement
enseigné précédemment »

imposés comme des « lois du marché » elle a dédasmé@gulations spontanées auxquelles
les professeurs pouvaient procéder et elle a éinigmorcer une redoutable spirale de I'« abaissemen
du niveau des éléves » (réel ou supposé) par &egsas décrit ci apres :

Les regles du jeu :

a) sises évaluations ne sont pas bonnes, I'élevaelmiéndre son apprentissage ou le professeur son
enseignement (I'éléve doit redoubler, un exeraioe, legon, une année etc.),

b) si de nombreux éléves ne parviennent pas a aveiréunluation satisfaisantes, I'enseignant ou
linstitution doit baisser ses prétentions et etia question du programmé’..

Observations :

- Dans ce systeme purement pragmatique, la dispad#s points « difficiles » ne tient pas compte
de leur utilité ou de leur nécessité dans I'étudealquestion mathématique !

- De plus, il ne fait apparaitre aucun moyen systémig’'augmentation du programme, de
restauration ou de remédiation générale. Seuleeridance des professeurs a introduire des
illustrations supplémentaires ou des «innovatiorest encouragée. Mais par définition, une
innovation n'est pas un savoir culturel thésautesahes connaissances nouvelles ne peuvent
venir que des exigences de la noosphére (nouvedatésles programmes, dans les méthodes,
dans les matériels) sur la base de représentatidnitsaires diverses ou sur la proposition de
groupes de pression ou d'intérét, sans qu'un rapgféectif soit établi avec les difficultés de
I'enseignement.

- Ce systéme suppose que les professeurs ont lesnsndgecorriger les insuffisances de résultats
(et leur en fait implicitement obligation), maisrpenne ne s’engage a dire comment.

Il est clair qu'un tel systéme produit directememtplus ou moins long terme I'abaissement
des ambitions et du niveau effectif. De nombreggesnstances, telle que les suivantes, accélégent
processus :

- Certains résultats d’un enseignement sont, panitiéfi, a peu prés impossibles a détecter par les
méthodes d’évaluation : ce sont les connaissaricles enodeles implicites développés au cours
des apprentissages (nous en avons évoqué I'exastglins haut). Or ces connaissances, bien

18 Yves CHEVALLARD a mis en évidence cette « noosplsédans un texte qui donne une structure génératerseept de
didactique

Y Dans certains pays, comme la France, « effray&s bep conséquences politiques des dispersionsguées par la
condition a) le gouvernement a interdit les redenigints annuels, ce qui conduit le professeur @snsriseignements
collectifs a appliquer concrétement la conditioralipus les éléves et a écarter ainsi d’eux méemeaiies objectifs
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gu’elles ne soient pas des savoirs scolaires, indigpensables pour activer les savoirs appris et
donc pour les apprentissages ultérieurs. Le reéouit pur et simple (d'une lecon ou d’'une
année) ne tire aucun parti de ces connaissandes, ighorant il a toutes les chance de donner les
mémes résultats que le premier essai.

- Le fait de devoir tenir compte de chacune des esnelevées sur des cohortes d’éléves, et de tous
les facteurs qui les accompagnent a conduit a plieltiles objectifs, a diversifier formellement
les conditions d’apprentissage, et a allonger déamdement les stratégies didactiques. Cette variété
d’erreurs et d'objectifs ne cesse d’augmenter empede multiplier les charges d’enseignement
relatives a une méme question.

Cet alourdissement du travail collectif s’est eeca@ugmenté de I'obligation, pour les
professeurs, de traiter individuellement les adtiglel’apprentissage. Cette exigence de la noosphere
est fondée sur rlillusion que la connaissance esemtiellement un phénomene neurologique
personnel ! La prise en compte massive de l'ereguses traitements administratifs ont conduit a
diversifier (atomiser) les intentions didactiques, multiplier les objectifs d’apprentissage et
d’enseignement sans référence au fonctionnememt aéenultiplier les traitements particuliers
d’éleves, sans les conditions qui leur permetttad&aboutir...

3. Méthodes d’étude des difficultés des élevéshddes d’agrégation

La question serait plutbt: «comment se fait-ileqlienseignement arrive encore a
fonctionner ? »

Il est clair, par exemple, qu'un taux d'échec déo8fes éleves par étape d’enseignement ou
par niveau scolaire (taux évoqué plus haut) créeapidement chez les éléves des différenciations
inacceptables. Ce n'est pas habituellement le &aspins d’introduire cette régle par une décision
administrative. C’est donc que le fait de donner téponse erronée a une question n’est qu’un indice
peu déterminant d’'un échec futur (la dépendanae égd acquisitions ne suit pas un ordre logique et
« nécessaire » ; ce fait est bien connu mais ilanatsation n’en tient aucun compte).

- soit parce I'erreur n'avait pas grand rapport aisgaprentissage,

- soit parce qu’elle accompagnait 'apprentissage

- soit parce gu'elle le précédait: souvent les &éme comprennent ce qu’ils sont censé avoir
appris, qu’au moment ou ils doivent s’en serviketssumer leur savoir » ('année suivante par
exemple).

Beaucoup d’efforts ont été faits pour tirer de #yse des erreurs, des connaissances sur les
conceptions des éléves et sur les processus d&ibops de ces conceptions. Il s'agit en génémal, p
des méthodes statistiques de rechercher des agyldgaturs qui apparaissent ensemble chez certains
groupes d’éléves. Les analyses de données, notanfamnorielles, peuvent faire apparaitre des
facteurs liés a la production des erreurs. Elled pcécieuses. Mais utilisées en I'absence d’aealys
plus fines sur le fonctionnement de la connaissaces méthodes peuvent s'avérer fallacieuses et,
sous un vernis de scientificité, tromper lourdenieuts utilisateurs. On peut imaginer ce que séait
connaissance que pourrait acquérir un observatguurs moteur, alors qu'il ignorerait tout de sa
structure et de son fonctionnement et qui ne leattrait que par I'existence de toutes ses pannes !

IV La recherche et I'analyse des erreurs relativess une notion ou a un
secteur des mathématiques

La méthode :

1. Questions et genese

Dans un premier temps, a partir des exposés actigele notion et des intentions d'un
programme scolaire envisageé, il s’agit de constitiede structurer un champ de situations puis de
'organiser dans une genese ou l'apparition defgréifits concepts sera justifiée et leur appreméessa
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convenablement étayé par des réutilisations apigespr Il existe plusieurs facon de réaliser ce
programme. Nous prendrons ici 'exemple de la géoeé

La plupart du temps la genése adoptée suit unséxmdionnel ou méme axiomatique de la
notion pour profiter des vertus didactiques deype tde genése : économie, croissance réguliére du
répertoire de connaissances utilisées, assuranimijdeirs trouver les éléments des définitionsest d
démonstrations nécessaires a un moment donné damsi @ été exposé et enseigné précédemment
etc.. L'inconvénient de ce type de genése estilast: dans le meilleur des cas, I'éléve ne comgpre
les questions qui sont & l'origine des savoirs igngs que bien aprés les avoir appris. Le professeu
lui montre l'intérét d’appliquer des connaissanaepgprises précédemment, mais ne l'initie pas a la
construction des connaissances appropriées a sasfe

Dans le cas de la géométrie, on peut choisir pamele de procéder sur deux niveaux :

- d'une part, il s’agit de construire une (ou degrésentation(s) de I'espace pour pouvoir y réaliser
certaines taches, et y résoudre certains problemes,
- d'autre part il s’agit de savoir si et quand déeteteprésentations sont consistantes ou non.

L'objet de la géométrie mathématique est le deugipnojet. Le premier pourrait permettre de
déterminer les objets et les relations dont oncsipe et le second de fournir les méthodes de
représentations ; mais en fait, il y a une certdiagectique entre les deux niveaux.

2. Situations et réponses

Dans un deuxiéme temps, la genése choisie se réaoumme suite de situations qui posent des
problemes mathématiques dans un ordre raisonnalitelfigible. Par le jeu des variables cognitives
et didactiques, ces situations engendrent des lémmile problemes assortis ou les mémes objets
mathématiques sont impliqués dans des relationdagies. L'étude de ces situations peut faire
soupconner a priori les conceptions, correctes amsses, qui peuvent se manifester dans les
différentes réponses possibles. Les conceptionssagges doivent étre justifiées par le jeu des
interprétations et des économies psychologiquedidactiques que I'on connait ou que I'on suppose.
Il est alors possible de prévoir le sort de cesceptions fausses et d’en organiser I'observatioit, s
en proposant les problémes correspondants a desteshl’éléves, soit en suivant la chronique d’'un
apprentissage scolaire. Les deux méthodes sontimgrdales et utilisent la modélisation.

Ainsi les erreurs, qu'elles soient envisagées paprocessus théorique évoqué ci-dessus ou
repérées au cours d'observations empiriques, sjet de constructions et d’hypothesaant que
ces hypotheses soient confrontées a la contingenceurs d’expériences classiques.

3. Erreurs et conceptions

Ainsi, dans ce systeme, les erreurs sont au maitachées a des conceptions de la notion qui
peuvent étre décrites, repérées et étudiées dacadhe d'explications intelligibles. Par rapport a
I'explication techniciste, qui explique directemetierreur, isolée de son contexte par des
manquements a des obligations simples, cette meétipedmet d’améliorer la pertinence de ses
interventions, elle étend les possibilité d'actidn professeur et dans une certaine mesure peut
ameéliorer son efficacité. Mais en contre partide se préte mal a I'élucidation des intentions du
professeur et a la clarté de ses explications Bwe® Le professeur doit « traduire » les explcet
savantes en explications intelligibles aux élevases(-a-dire utilisant d’autres concepts
épistémologiques), comme un médecin qui parle amsalade de sa maladie, doit manipuler un
langage moins spécifique que le langage médidat.str

4. Interventions didactiques et régulation

En agrégeant certaines erreurs en « conceptioon sséduit leur nombre et on facilite leur
traitement. Mais, d’'une part, certaines erreurgaievent pas d'une conception, et d'autre part, la
dépendance (stochastique) entre les erreurs li@ee anéme conception peut étre assez instable et
floue. Ce qui ne donne pas une grande fiabilité iaterventions didactiques qu’on en déduit. La
encore il faut savoir limiter son ambition.
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Les études concretes des erreurs relatives a unetiom, a un secteur ou a une branche des
mathématiques comme la géométrie.

Un exemple précis serait bien utile ici, mais iitsait du cadre de cette étude générale. On
trouvera de nombreuses études en frangais damhercbes en didactique des mathématiques » dans
« petit x » et dans certaines publications de 'ABWIde repéres la revue des IREM. A propos de la
géométrie, jai signalé dans un petit artitlque I'épistémologie spontanée des professeurs,
notamment leur tendance a I'empirisme, les coragibnfondre en géométrie les registres iconiques,
verbaux et formels (I'univers des dessins, avec«léigures » qu'ils représentent et avec les @ntit
géomeétriques par exemple)

V Conclusions

Cet article n'avait pas pour objet de faire un imtedére, ni méme un survol, des travaux récentsesur
erreurs des éleves... et sur celles des professeonsluite dans la perspective qui est proposeée ici,
une telle étude demanderait un travail considérphbiequ’il faut interroger chaque notion, chaque
connaissance et retrouver les auteurs. On trouwara&xemple d'une telle étude dans [larticle
d’Eugéne COMIN®. Ce travail de recensement a été entrepris gradesamoyens informatiques
puissants, par des chercheurs comme GflIgais n'a pas encore donné lieu & des études
synthétiques.

De méme, il manque a ce texte qui propose une métd@tude utilisée dans plusieurs théses, des
suggestions pour des recherches nouvelles plussesécles sujets sont a chercher dans deux
directions d'abord dans [l'observation effective dékves et des classes, ensuite dans le
fonctionnement des situations et des processusfat@n dont la contingence et la nécessité se
conjuguent pour engendrer de nouveaux types dierest toujours surprenante. Nous n’avons voulu
donner ici qu’'une méthode d’analyse que nous espértile aux professeurs

Pour résumer, en didactique des mathématiquesragesont :

- Spécifigues d’'une connaissance et/ou d'une sitoat@athématique, plus ou moins
générale : Inhérentes au processus d'apprentissages sens qu'il n'y apprentissage que
dans I'exercice de décisions prises par le sujas dies situations a risques auxquelles il
doit s’adapter.

- Par conséquent inhérentes aussi a I'enseignem@uirr susciter son activité
mathématique, il faut placer I'éleve dans des 8dna problématiques. Méme dans un
exercice répétitif il doit y avoir un risque d’eure aussi minime soit-il, sinon le proposer
ne sert pas a I'apprentissage. Ainsi quand I'eragparait, elle n’est pas une faute mais un
accident normal pour I'éléve, en réponse a uneoxgmation » |égitime de la part du
maitre. Le professeur doit combiner un niveau degue d’erreur supportable et une
probabilité suffisante d’en tirer parti. S'écartde I'équilibre ne peut que contrarier
I'apprentissage.

- Souvent utiles, pour en tirer des lecons, nonesaeht pour celui qui la commet mais
aussi pour ceux qui s'apercoivent qu'ils auraiantgpcommettre.

- La plupart sont fugitives pour I'éleve : il les dietil doit les oublier) quand elles ont joué
leur réle. De plus, il n'a aucun intérét a se soivee qui a fait I'erreur. Seules les erreurs
persistantes méritent son attention.

- Elles sont sinon collectives du moins communesepestémiques. Le professeur traite
I'erreur et les collectivités d’éleves qui les puent mais pas les individus.

18 BROUSSEAU G. (1996) "Promenade avec Thalés entraarnelle et I'Université”. in Commission Inter-IRRE
Premier Cycle Autour de Thalés. pp. 87 -124.

19 COMIN, Eugéne. (2001) "Les difficultés de I'enseigment de la proportionnalité & I'école et au cal!éy paraitre

2 GILIS, D.; ATHENOUR ? C. (1991) que peuvent apporter 'outil télématique et lemdues de données...".
Recherches en didactique des mathématiques. VAL3LeY. 327-365
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- Elles doivent étre intelligibles pour les autresvék, reconnaissables, formulables par eux,
reifiables (on doit pouvoir espérer rencontrer tigaioccasions de la produire, et donc de
I'éviter), rectifiables, et si possible explicablians le vocabulaire des éleves.

Dans les situations didactiques, les erreurs ne s entrave a I'apprentissage et a I'enseignement
que dans quelques cas, mais elles ne peuventrpdsa@ites de facon uniforme.
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