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ANALYSE DE VARIANCE ‘
UNE DIMENSION

k échantillons. indépendants
- Variable numéricue.

But : Etudier l'influence d'un facteur sur les résultats d'cbservations ou
de mesures.

Méthode : a) Données et notations
Un facteur peut présenter les modalités Mi, M2, M3,.... Mi,.Mk.
Les observations peuvent &tre alors réparties en k classes correspondant -
chacune a une modalité du facteur.
Soit Xij la jéme observation de la iéme classe, n, le nombre d°cbserva-

tions de cette classe et m; leur moyenne. '
Soit enfin N le nambre de toutes les cbservations et -m leur moyenne

_ = x.
N = E n, m=. 2l 1]
i N
b) Principe de la méthode : /
A z (% '—m)2
La variance totale est &gale 3 ij Tij

Or\xij -m= (xij -mi) + (mi - m)

(- m? = xgym)? o+ e 2 ) g
Segm? =g m)? el mem? 4 2F g my)
m,—m ne dépend pas de j et i (xij i) = ;: Xy ynym; =

n imi_nimi =0 )
D'ol § (xJ._j-'rn)‘2 = § (xij-m:‘i_)2 +ny (mi—m)2 |

et {50 m? =% e m)? + L mymem? )

Si 1l'on suppose que la variance o? est la méme pour l'ensermble des classes
et & l'intérieur de chacune des classes, le 1° membre de 1'égalité (1)

est égal 3 (N-1) o2,

2
. — = - 2
D'autre part (Xij mi) = (ni l)o
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Ie 1° terme du 2° membre de (1) est alors égal a

(n;=1)o2= ((n =D+ (n,mD+1ymD+ ooeutny-1)) o2
=(N-k) 02

Le 2° terme du 2° membre est donc égal a

(N-1) ¢2-(N-K)o2 = (k-1)c2
On a donS trois estimations de la variance.

2 35 By

8= S ML _2? ) Variance tc?talfa
52 - ij (Xijrmi )A_ Sl # . . : . ‘. e - 1
I Nk ;/,N—k . Variance intraclasse (ou res1duel}e)
s = 5 : .
2 =1 T Variance interclasse (du.e’ au facteur)
On démontre que les deux derniéres estimations sont indépendantes
2
On forme le rapport = B3
2
S1

Si la distribution des-cbservations est normale, on peut alors appliquer
le test de Snédécor avec k-1 et N-k degrés de libertd. Si la valeur de F
est supérieure 3 la valeur lue dans la table au seuil considéré, on peut
dire que le facteur est influent (au seuil considéré). |
Remarques : 1/ Si F€1, il est clair que le facteur n'a pas 'influence.
2/ Si toutes les classes ont le méme effectif n

Nekn, Nk =k (0-1) , ;n;m-m® nlmm?

i 7Yy _
k-1 k-1
£ 2 _ L 2 _ . 2
Calculs : a) i3 (xij m) “ = 13 x:Lj N m
soit T = 2 X.. = Nm
ij i3 , 2
; = _
La formule dev1entSI. =~ 43 xij <
Y ) 2
z 2z Benld H_ 3, T
b) 10y (mi-m) = ; n,m Nm™ = 4 D= = 82 ;
dans le cas ou les effectifs des classes sont égaux :n imi - %‘——-
c) :L;zj (xij-mi)2 se calcule par différence en' tenant campte de (1)
Sl = ST - S2
2. S g 5§
d) On calcule les variances Sy JT él,‘ =Nk Puis F

ces/ons
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Exemple : Une série de dix opérations arithmétiques a été proposée 3 des en-
fants. Certains ont composé dans la matinée avant la ré&création
(moment 1), d'autres dans la matinée aprés la récréation (moment 2)
d'autres 1l'aprés-midi avant la récréation (moment 3) et enfin les
derniers 1'aprés-midi éprés la récréation (moment 4).
On se propose d'étudier 1'influence du moment de la. journée sur les
résultats obtenus.,

Données : le tableau 1 donne par éléve, le nonbre d'opérations exac
tes, les €léves &tant classés suivant le moment de la journée ol
ils ont camposé.

‘_moment 1 ' moment 2 ' moment 3 ° moment 4 °
: 6 : 8 : 9 : 3 :
: 9 : 7 : 5 : 6 :
: 5 : 6 : 4 : 5 H
: 6 : 5 : 2 : 2 :
: 8 : 1 s 7 : 2 :
s 5 5 3 H 6 : 4 : Tableau I
: 5 : 4 : 6 : 8 :
: 3 g 4 : 7 : 4 :
: 6 : 6 : 5 : 4 :
: 8 ¢ 6 : 7 : 4 :
: i : 6 : 1 :
T g : s 2 =
total 6l : 50 : 64 3 45 :
effectif’ 10 10 on o2 :
Moyenne : 6,1 : 5 s 58 @ 3,75
Calculs :}1es effectifs n,, n,, Ny, et n, sont donnés dans le tableau ainsi.

que les moyennes m, .
N =10+ 10 + 11 + 12
T =61+ 50 + 64 + 45

43
220

I

Tableau des carrés : tableau 2

. mament 1 f moment 2 f moment 3 f moment 4 °
: 36 : 64 H 81 : 9 H
: 81 : 49 : 25 : 36 :
: 25 : 36 H 16 : 25 :
: 36 : 25 : 4 H 4 :
: 64 ; 1 : 49 : 4 : tableau 2
: 25 : 9 : 36 8 16 H
: 25 H 16 : 36 i 64 :
: 9 $ 16 : 49 H 16 :
: 36 $ 36 : 25 i 16 :
: 64 H 36 : 49 H 16 :
: : : 36 : 1 :
: : : 4 4 :
foa0 * 288 P 406 o2mn :
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samme des carrés : 1306,

2
~ _220%
Sp = 1306 - 25— = 1306 - 1126 = 180
nlmi =10 x 6,1 x 6,1 = 372,1
néng =10%5x5 =250
ngné - 11x5,8x5,8 =370 n4m§ =12 x 3,75 x 3,75 = 168,75
S, = 372,1 + 250 + 370 + 168,75 — 1126 = 34,85
S, = §5, = 146,15
2 _ s 2 146,15 _ 146,15 _
2% 2= 348 -6 1T m=-7 =735 =3P
AT 3 3
_ 11,62 _
F= 355 =31
Test : Hypothé&se nulle : Le moment n'a pas d'influenoe sur la distribution

des résultats.

Table de Snédécor pour v, =3 v, =39 (voir fiche n® 9 bis)
a .050nlitF=2,92pourv?=303
) '\Jl =3
F = 2,84 pour u2=40 ’

Le F calculé 3,1 leur est supérieur.
L'hypothése nulle peut étre rejetde au seuil .05

da .01, on lit F = 4,51 pour Yy = 30
F = 4,31 pour v, = 40

L'hypothése nulle ne peut &tre rejetée au seuil .01,

’Ul=3
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JFICHE N° 20

ANALYSE DE VARIANCE
DEUX DIMENSIONS ET
INTERACTION

Oem Qe gem De=s Qe
Qe e Qe Qem Qe

k échantillons indépendants
Variable numérique

BUT : Etudier l'influence de deux facteurs et leur interaction sur les résultats

s d'cbservations ou de mesures.

METHODE : “1) Données et notations
Un premier facteur peut présenter les modalités Ml’ Mze ore Mp0
Un deuxiéme facteur peut présenter les modaiités M!, Mi peace M

d
Les observations peuvent étre réparties en pg classes correspondant cha-

cune 3 un €lément du produit cartésien. La classes correspondant aux
modalités M, et M-jj 1ie:ra. désignée pa.r-cijm La kiéme cbservation de cette
classe sera notée Xij' le nambre dsélél;EI‘l]f:B de cette classe nij" la moyenne
des cbservations mij et on a nijmij = kxij (1) -

L'effectif des observations correspondant & la modalité M, du 1° facteur
sera notée n, et leur moyenne m, . Nous avons

n, = :21 n (2

g = ]ij Ej = ;: Dy My (3)
De méme pour la modalité Mj" du second facteur :

n, = : ny @)

nam,=? x]nc.=zn m (5)

373 ki "iJ 1 7ij i3
Enfin, soit N le nombre total des observations et m leur moyenne

z _Z _ T .
13 M3 Ti =gy O

: k _Z _z oz
ki Fi3 T i3 ™9 ™9 T 4 M T 5 By
Remarque : si toutes les classes Cij ont le méme effectif n, les formules

ci-dessus deviennent :

Nm = (7)

_z k L] J— ]
nmij"kxij (1%) n, =ngq (2%)
I -n’n
M Tk R T M
D'ol : g’n:=? (3"

i mij'
J !ﬁ/ﬂOM
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. _ : _z ;
De méme n, =np (4') etpxnj 1M {5%)
Et enfin N = npg (6%)
X X
pqn_lj ij_qimj.:pjmj (7%)

2) Principe de la méthode (Cf fiches 9 bis et 19)

Estimation de la variance totale : ?:fx:}f-- m)2

Or(’%_]‘::j_m)z(xvg-m )+(m—«m)+(m-m)+(m -m - my +m (8)

Ay Ay Ay

On dexmntre que quels que so:.ent S et t avec s;ét j' A =0
" : L

D' 2= - - 2

oll . § J(x -m) "klj (le-mij) klj (my —m)2+ (m m) 2+ 2 J(mlj-ml mJ+m)
: (9)
_-Z k _ 2 _ _ '
Lz

ij nij 13 J.-mj + m)
Degrés de liberté : Par un raisonnement analogue a celui de la fiche 19
on montre que les degrés de liberté des cing termes figurant dans 1'égali-
té (9) sont respectivement (N-1), N-pg, p-1, g-1, (p~1)(g-1).
Nous avons alors cing estimations de la variance de la population :

2 -ki'(xli{' - m*
se - X1] L] variance totale
N-1
z 2

2 kij (xl i ;)

S =kl = —gq J variance résiduelle ou intraclasse ‘\‘
2 (mi-m) ﬁ
Sy, = T variance due au premier facteur

10}
2 Emem?
Sy = —J-q—_-%—u- variance due au 2éme facteur
z

2 (m, .=m,-m +m) _
s i3 J.J i3 715 : F : ;
4 = (o=1) (=D variance due 4 l'interaction des 2 facteury
On démontre que les 4 demiélzses est:i.matz:ions sont ingépe_ndanbes.

On forme les rapports F. = 51 53 S4

l Fum'] F = 7 F = m—
52 2 52 3 S,Z
1 1 1

Si la population est normale on peut alors appliquer le test de Snédécor
am @/! L



(Fiche 9 bis) F, pour 1'influence du ler facteur, F, pour le second facteur

2
F, pour l'interaction des deux facteurs.

Si toutes les classes ont le méme effectif n, les formules (10) devien=

nent
2 ijz'k (x}J{.J_ml]) 2 _ 2
& = » 17 = I
17 @D Siy = ng 4 (m;-m)
p-1 (10'")
s’;i =n§2(m.)m) 312 _n E lxr5+m)
1] sy = _ i3 1]
g-1 (p-1) (g-1)
Calculs 1) Disposition des données (tableau 1) : les données seront inscrites

dans un tableau de p lignes et de q colonnes. Dans la case ij, figureront tou-
tes les observations correspondant aux modalités Mi et M:!‘ des facteurs.

2) Expressions des carrés.
Nous désignerons par Tij la samme de tous les nambres de Ci" par Ti la some
de tous les nombres de la ligne i,par ",I‘j- Ta same de tous les nambres de . la
colonne j et enfin par T la somme de toutes les données.

D'aprés les formules (10) et 10') nous avons :

: 2 2
_ ey 2 o2 _ t k 2 _ = k 2 T _ = k.2 _T
s = sps? = E.oEm 02 = 202 -2 TS = k2 .2
1 W TRAS) T g T ki3 ¥ij 572 = (x5 - 130
nij igkigt s n
2
2 ZT
2 2 _sry? . 1T T2
52 (p—l)32 i™i (mi—m) i ; - N ng npq
i B )2 2
5 2 (ry) T 2
S3 = i (q—l) s =$n-: (m.—:[n) = - _E:___:___‘_ ='£. j '1‘2
3 I - g
P
S4 = (p~1) (g-1) si se calcule par différence en appliquant (9)
S4=S-Sl—Sz--S3

3) Disposition des calculs :
Il faut donc calculer Tl]
de toutes les données. On suppose pour la suite que toutes les cases contiennent

le méme navbre n de données.

¢+ Tys TJ, T, leurs carrés ainsi que la samme des carrés

Dans le tableau II, chacune des cases ij contient Tij'
plémentaires sont inscrits la somme par ligne Ti puis les carrés ’I‘i

dans deux colonnes sup-
; dans deux

cos/ens
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lignes supplémentaires seront inscrits la so-me par colonne Tj puis les
carrészT?l. Figurent en outre dans ce tableau, la somme des Ti, celle des T:? ’
TetT.

Dans le tableau III chacune des cases ij contient T2

.ij
SIII de tous les carrés.

et on inscrit la scmme

Dans le tableau IV, chacune des cases ij contient la samme des carrés
des nombres de la case ij du tableau I. On fait leur somme
T 2
kij (xkij) = Sy

T 2 L 2 r 2

2 R . T, . T

T ij "ij _ s i 1 41

On calcule e ’ a II:-EI ’ o ' “Ip

On remplit le tableau des résultats (Tableau V)

Tableau des résultats
Estimation
Source de variation | Somme des carrés ddl o . Variance F
S
o 4 TII
Résidus Sl= SIV_‘ ~— pd (n-1) s§= 5y _
2 2 Pq(n"l) )
L T,
_i7i _T 2_S _ s
ler facteur Sz- o o] p-1 S, = 2 F,= 2
p-l s2
1
Dot 2 , S 2
2éme facteur S3 = unp MITPE g-1 53 = é:i' F2 = 23
s
1
Interacti S, = 6-8.-S5.-S (p-1) (g-1) Sz— 84 F —Si
action 4 = 2177y [WPTHATE B0 T T D) 372
5
T 2 _ 8
Total S = S~ 7d npq-1 S Tnpa-1
Exemple : Dans une exp@rience sur les probabilités & 1l'école élémentaire, des

groupes d'enfants ont fait des pronostics (ou paris) sur le résultat des ti-
rages.

Aprés une premiére série de tirages, chagque groupe a donné dix pronos-—
tics pour la seconde série. Cette série de tirages étant effectuée, les enfants
ont modifié ou non leurs pronostics et ainsi de suite jusqu‘a la cinquigme série
de pronostics.

On se propose d'étudier si les paris varient
- avec le rang des paris(de 1 & 5) 1° facteur
- avec le groupe d'enfants (5 groupes) 2° facteur
- s'il y a interaction des deux facteurs, c'est-3-dire si 1'é@évolution des

paris varie d'un groupe i l'autre.

sal/nob
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Ies calculs sont faits dans les tableaux I, II, III, IV et le tableau des
résultats ci-aprés.

Conclusions : Fl calculé : 9,36

1 = 4 et vy = 120 3 .01 : 3,48

On peut rejeter l'hypothése nulle au seuil .Ol : les paris faits par les enfants

F lu'pour v

varient suivant leur rang.

F2 calculé : 20,92
F lu.: le méme que ci-dessus
On peut rejeter 1l'hypothése nulle au seui .0l

Les paris émis différent significativement suivant les groupes

F, calculé : 7,78

F lu pour v

3
1

=12, v

2 = 120 a .01

2,34

On peut encore rejeter 1‘hypothése:nulle au seuil .01,

1

L'évolution des paris varie avec les groupes.

TABLEAU 1

2

Numéro du groupe
3

4

5

31,29,29,31,30
33}30,33’36'35

51,54,48,49,54
53,49,48,39,31

44,24,35,15,39
24,24,35,39,39

32,32,41,40,41
40,40,41,41,40

40,41,43,38,38
32,34,33,39,34

38,37,30,32,31
32,38,38,37,30

38,39,37,35,33

34,36,32,40,41

38,37,35,38,34
33,39,38,35,36

38,38,38,39,39
39,41,41,41,32

31,34,41,38,31
34,33,26,39,32

41,38,41,40,42
30,38,39,38,37

38,39,35,40,36
34,36,41,37,41

41,43,42,44,45
47,48,49,41,35

41,41,41,35,35
42,42,36,36,35

42,41,32,43,38
32,26,27,29,39

38,38,38,40,41
41,36,34,35,40

38,33,39,37,38
35,40,38,41,38

23,33,26,38,42
15,32,24,24,23

38,38,38,38,36
36,36,40,40,33

26,14,29,19,26
31,23,24,26,17

rang des paris

40,41,40,38,39
37,39,38,40,41

40,39,40,38,38
39,35,36,40,38

41,40,42,41,42
24,42,20,25,41

45,45,45,41,41
41,22,22,34,35

22,23,30,21,19
40,26,27,29,24

mmrz-/a,sm
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TABLEAU IT T, ,T;,Ty, 77,7, 15757

numéro des groupes
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o,y 2y 3 T T T T '
¢ ; - ; ; - i — S
S 1t 317 ¢ 476 318 | 388 1 372 i 1871 ¢ 3 500 641 |
ol : : i : . i i
g*z ! 343 ¢ 365 | 363 | 386 i 339 i 1796 § 3 225 616 |
i + — : : : - i
.§ 31 384 | 377 i 435 i 384 1 349 1929 § 3 721 041 §
g ! i = i ! ; —1
5’4 ! 381 | 377 & 280 ! 373 i 235 | 1646 ! 2 709 316 !
i i i 1 " 1 i i
"5 1 393 1§ 383 i 358 | 371 ¢ 261 ! 1766 ! 3 118 756 1
5 i I B A ] i i
T 1818 ! 1978 1754 1 1902 ! 1556 IT=0008  ET; = ]
S f E 5 d _ % *16 275 370
LA 3305124 | 3912484 | 3 076 516 , 3 617 604, 2 421 136 [g.2_ | 332 864
il
= 81 144 064
, k .2 )
TABLEAU IV klxlj ’ kljix j)
nuréro des groupes
1 2 3 4 5 Total J
1 10 103 23 134 10 902 ° 15 172 13 964 73 275 !
4 11 879 13 405 13 213 14 962 11 669 65 128
d
ol . :
03 14 848 14 269 19 075 14 838 12 553 75 583
'% . 5
554 14 571 14 261 8 432 13 953 5 781 56 998
5 15 461 14 695 13 536 14 467 7 137 65 296
Total 66 862 79 764 65 158 73 392 51 104 336 280
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TABIEAU IIT : Tij' ijTij SIII

Numéro des groupes

Z'LE) o :l:an%_ cdes b?ar;l.i, "

wi

ot

e

1 2 3 4 5 2

ScmmeiTij
100 489 226 576 101 124 150 544 138 384 717 117
117 649 133 225 131 769 148.996 114 921 646 560
147 456 142 129 189 225 147 456 121 801 748 067
145 161 142 129 78 400 139 129 55 225 560 044
154 449 146 689 128 164 137 641 68 121 635 064

| St1r =

665 204 790 748 628 682 723 766 498 452 | 730 ees




