GUY BROUSSEAU

LE CALCUL « A LA PLUME » DES MULTIPLICATIONS ET DES
DIVISIONS ELEMENTAIRES

Résumé: Cet article résume une série de travaux sundixales dispositions et des méthodes de calcubirum
de la multiplication et de la division. Extraiteesdétudes menées dans les années 60-70 dans le
cadre de I'lREM de Bordeaux sur I'enseignememigpprentissage des nombres dans la scolarité
obligatoire, ces recherches ont donné lieu a denménbreuses expériences menées principalement
a I'Ecole pour I'observation Jules Michelet de Tale et a toutes sortes de publications recensées
dans l'abondante bibliographie jointe. En dehors I'deole Michelet ou I'utilisation s’est
poursuivie pendant trente ans a la satisfactionnaigitres et des éléves, les méthodes proposées
ici, malgré leurs qualités, n’ont fait 'objet qde développements trés sporadiques. Leur adoption
semble poser des problémes de « macro didactique »

INTRODUCTION

L'enseignement du calcul des opérations a suivbligion de 'hnumanité et de ses besoins.
Depuis le début du ¥9° siécle il a pris une importance considérable damseignement
élémentaire notamment.

Aujourd’hui I'enseignement des opérations est eésecil semble que les professeurs aient
de plus en plus de difficultés a obtenir des réssiltsatisfaisants et qu'a son tour
'administration se soit rendue a I'évidence etcéitié, consentant a abaisser ses exigences en
supprimant ou en retardant des apprentissages déoési comme fondamentaux. La
noosphére s’émeut, exige le maintien de ses ilhgsimostalgiques et, refusant d’étudier le
probleme avec des moyens appropriés, se déchirseepuant ses jouets préférés : les
professeurs, le niveau, les institutions de foromtles mathématiques, les nouveaux éleves,
de mystérieux parametres...

Cet article n’a pas la prétention d’étudier en di&ms problemes, de macrodidactique. Je
me bornerai a évoquer dans un premier paragraplgugs considérations qui me semblent
dire pourquoi on ne peut plus enseigner le caltéméntaire traditionnel et pourquoi on
aurait tort de vouloir le conserver. J'y dirai aupsurquoi je crois qu’on ne doit pas
abandonner I'enseignement du calcul élémentaidiivanel « a la plume ».

S'’il existe une solution a ce dilemme, c’est, jeigr dans la modification de la chose
enseignée qu’il faut la chercher et corrélativenuarts les méthodes didactiques qui peuvent
leur étre associées. Suivant les pays, les épotpgedesoins et les ressources des sociétés
humaines il a exist¢é de nombreuses manieres dieffecles calculs nécessaires aux
transactions humaines. Certaines faisaient appmgsaaides matérielles abaques, bouliers,
machines diverses, d’autres non. On pourrait ciguraujourd’hui, I'enseignement du calcul
aurait bénéficié de cette expérience millénairer gwaposer aux éleves les moyens les plus
adapteés, les plus sdrs et les plus performantsedteer ces calculs. Cet article montre qu’il
n'en est rien. Je puiserai mes arguments et medi@d dans des travaux personnels
théoriques et expérimentaux que j'ai publiés ilplas de trente ans.

Mon argumentation s’adresse d’abord aux enseigredreg public, c’est pourquoi j'ai tenu
a détailler autant que nécessaire I'objet princigb@lma proposition : comment effectuer et
disposer les calculs des multiplications et surtieg divisions ? et comment les enseigner ?
J'ai voulu exposer ces techniques sans exposeétarl tbs modalités de leur enseignement,
et bien qu’elles permettent des améliorationsgdessibles de ce coté-la aussi.
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Il restera a expliquer apres mes conclusions pairgel genre de travaux est resté sans
effets pendant si longtemps et sous quelles coamditil pourrait en étre autrement dans
l'avenir.

A LES MULTIPLICATIONS

1. UNE MULTIPLICATION «CLASSIQUE »

1. 1. Le procédé « habituel »

La multiplication de 625 par 25 s’effectue au Chuiti utilisant la disposition suivante :

12
624x 25

3120
+ 1248
15600

Le projet de calcul se place au dessus du trastlEcrit « en ligne ». En France il serait écrit
en deux lignes, ce qui ne change pas grand-chose.

624
X 25
3120
+ 1248
15600
L'usage veut que I'éléve chuisisse u avuru un nambaltiplicande(le premier : 625) et un
nombremultiplicateur (25). Il aurait pu faire I'inverse
Puis il choisit un premier chiffre multiplicateur,prend le chiffre des unités 5. (il aurait pu
prendre le 2). Puis il calcule «en ligne » le pe¥nproduit partiel: 624 x 5 et pour
mémoriser lesetenues,il les écrit au dessus du chiffre multiplicande :
-5 fois 4 vingt, j'écris zéro et je retiens deustitau dessus du 2
- 5 fois 2 dix, et deux de retenue font douze rig®deux et je retiens un, écrit au dessus du 2
- 5 fois 6 trente et un de retenue font trentenet u
Il calcule ensuite toujours en ligne et de la ménamiere le deuxieme produit partiel, mais il
n'écrit pas le résultat de I'opération 624 x 20se&@dire 12480 ce qui lui aurait permis de
conserver I'alignement pour I'addition et de ne pasdre de vue I'ordre de grandeur de son
résultat, mais qui l'aurait obligé a effectuer eduits partiels de facon différente (écrire
d’abord un ou plusieurs zéros) suivant I'ordre duitiplicateur. Tous les produits partiels se
calculent de la méme maniére, mais I'éléve doitatd¥cd’'un rang vers la gauche a chaque
multiplicateur et il peut oublier la significatiate ce qu’il calcule.
Par chance, dans cet exemple, il n’y a pas dauetedans le deuxiéme produit partiel.
Ou se placeraient les retenues des produits [zadiels le calcul de 624 x 75 ? Ainsi ?

13
12
624x 85

131120
+ 4992
53040
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En France les éleves ne doivent pas les écrirggiimea ce que deviendrait I'écriture des
retenues si le multiplicateur comprend 4 chiffres !
Mais ceci complique et allonge d’autant I'appresdige des produits en ligne qui doivent
s’effectuer sans I'appui de I'écriture des retenues

1.2. Les propriétés ergonomiques de cette méthode

La description de la tache par un ordinogrammepgend en compte tous les cas fait ressortir
facilement quelquesaracteres nombre de boucles, gestion des répertoiressetngenoires.

Le caractére essentiel esfikbilité du résultat. Le role d'un calcul c’est d’assuren sésultat

et de permettre son contrdle. Le but de I'appreatjs est de permettre a I'exécutant d’avoir
une confiance suffisante dans son travail. La séesl’'exécution n'est qu’un facteur
subalterne. La fiabilité dépend de divers factewsstains sont propres a I'exécutant
apprentissage, habileté, fatigue d’autres tiennent au procédé lui-mémmomplexité de
l'algorithme, nombre de valeurs a maintenir en méma court terme simultanément,
importance et disponibilité des répertoires exiggsssibilités de contréled’autres enfin
tiennent a I'adaptation de la tache aux possibilité I'exécutant.

L’étude de ces caracteres peut étre menée de foppirique, expérimentale et de facon
théorique, I'étude d’ergonomie éclaire la recherdke difficultés. (Ce que nous avons fait
dans les années 60, voir 1972 c). Nous allonsesliamalyse théorique.

1) la complexité formelle : la tdche qui se reproduntboucle est le calcul d’'un produit de
deux nombres d’un chiffre : le nombre de bouclddesproduit des nombres de chiffres
des deux termes de la multiplication. L'opérationdessus comprend 6 boucles,
'opération 3546 x 8345 en comprendrait 16. On can@ que la complexité croisse
comme le nombre de boucles. Voir 'ordinogramme PHER I'opération dans 1972c)

Chaque boucle présente des difficultés différergaant sa place dans le calcul, suivant la

présence d’'une retenue ou non, suivant les chiffresultiplier et suivant la complexité de

I'algorithme dans lequel elle est plongée.

Au cours d'une boucle I'éleve peut étre conduitclserver et a effacer en mémoire jusqu'a 5

renseignements provisoires : considérons 5468 x M¥aut mémoriser au moins 2 et peut étre 4

informations pour repérer la position des deuxfodsf (par exemple les centaines du multiplicande

par les dizaines du multiplicateur) qu'on va muiéip de fagon a pouvoir trouver le couple suivant,

2 pour les chiffres qui se multiplient (4 et 9)pdur la retenue du produit élémentaire précédent (5

de 6x9) que I'on doit ajouter au produit, puis agecalcul du produit, 1 mémoire pour la retenue a

reporter (4 venant de 4x8 36, + 5> 41)

On peut donc compter flaces de mémoirsi on considére les retenue comme se remplacast da

une méme mémoire, oucbhjets de mémoirpar boucle (en ajoutant le résultat du produltaetre

retenue) si on pense que les éléves mémoriserd lauwthaine des opérations d’'un méme produit

partiel pour la répéter rapidement pour la contrt@¥pus leur avons vu faire cela presque tout le

temps)
2) Il est facile d’établir expérimentalement différemésultats sur :

a) L'effet de la taille des opérations (nombre de besic suivant la fiabilité sur les
boucles : la probabilité de réussite s’écrouledapient. voir la figure ci-dessous. Ces
courbes montrent qu’un progrés minime dans la lftébiles produits élémentaires,
comme passer de 5% de résultats erronés a 2%pafsser I'éleve du statut de tres
mauvais calculateur : 30% des opérations de thfllgustes, a celui d’assez bon 75%
de réussiteC’est donc le point qu’il faut chercher a améliorer soit par des

apprentissages frénétiques, soit par un dispositépproprié moins contraignant
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b) L'ordre de difficulté des produits élémentaired(és) Exemples :
i) difficulté croissante suivant :
- la taille du produit : les résultat a la quest{@x6) sont meilleurs que ceux de
(8x6),
- la fréquence d’emploi du O et sa position Su¢nes0) >> Succes (0 x n)
- les confusions possibles, par exemple entre &&6x 9, sont I'occasion de plus
d’erreurs chez les débutants
i) difficultés décroissantes avec
- les possibilités d’étayage (calcul rapide aveautne produit), etc.
c) L’effet tres important de la présence des retewia@s une boucle : c’est la principale
cause des erreurs, comme le montre le tableawssbde
Ce tableau indique les résultats d’'une épreuveqgs@p a 142 éleves de 9 a 11 ans qui
calculaient avec la méthode « traditionnelle »s’dgissait de trouver des arguments pour
justifier un changement de méthode. Il montre layenoe (et I'écart type) des pourcentages
d’erreurs observées sur 1 opération élémentairasugu’elle se trouve dans des opérations
de tailles diverses et suivant qu’il y a ou non wetenue a faire. Par exemple 47 x 8 est une
opération de type 2 x 1 et elle présente deux pimélémentaires 8x7 et 8x4, tous les deux
avec retenue : a reporter pour 8x7, reportée etiaaider pour 8x4).
Il y a donc quatre cas de retenues : sans ret@&2ug)( avec retenue seule (comme 4x3 dans
24x3), avec addition de la retenue seule comme 2x3 8éx® avec a la fois addition de la
retenue antérieure et report de la suivante cormans k& 7 x 6 de72x6.
Mais I'analyse de détail est plus compliquée cdauit tenir compte du fait que les produits
élémentaires de nombres tels que 7x8 ou 6x9 soimsrbgéen connus que d’autres comme 2x3
et qu’ils ne peuvent pas figurer dans les catégmams retenue. J'ai tenté d’annuler cet effet
par des moyens compliqués.
La seule preuve irréfutable a été apportée plu$ farsque nous avons pu comparer les
résultats aux mémes opérations avec l'une et Baotéthode, d’une part avec les mémes
éléves avant et apres un apprentissage, d'autteapec des éleves differents mais appariés
d’aprés leurs résultats aux produits 1x1.
Dans des opérations de taille 2x1 (comme 47x§)allait 17 produits sans retenue et 19 avec
retenue. Il y avait 7,45 % d’erreurs sur les prtalglémentaires avec retenue. Et seulement
1,20 erreurs sur 100 sur les opérations élémeatsanas retenue.
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Les courbes précédentes montrent les progres guepkéut attendre du changement de
meéthodes.

Note : le rapport initial comprenait des schémasegimémoires étaient représentées comme
dans les ordinogrammes utilisés a I'époque pouirgdes programmes informatiques

_T_;_EE{FN— (M} ians retemie Avar ratenue
Froduits seyls 1,73 1 0,56 (98]

Taitle 1 =1
milezxl | 10085 () | 7ds-1a (s
Taesx1 | 2oL () | 1714

&tab1i sur 141 enfantz de 9 & 11 ans

d) L'effet de la longueur des séquences enchainéese multiplicande comprend
beaucoup de chiffres, I'éléve doit effectuer d'aug une longue série d’opérations. S'il est
interrompu il doit recommencer, le contrdle de o8l @ fait est d’autant plus difficile et la
probabilité d’étre interrompu croit trés vite aussi

678678 x 7 est moins bien réussi que 678 x 77 @&aemue 923923 x3 923 x 33

L’articulation des boucles elle-méme peut contritua complexité.
L’exemple le plus évident est celui ou les boudest vides, c'est le cas lorsque il y a
plusieurs zéros contigus dans le multiplicandaigbat dans le multiplicateur.

3) Les résultats les plus surprenants sont les ssivant
a) le paramétre le plus sdr est le chiffre des unltésesultat,

b) le moins s0r, lorsqu’il y a des erreurs, c’est tanbre de chiffres du résultat, et le
premier chiffre significatif.

c) Le calcul ne se préte pas a un calcul d’approxonatil faut tout calculer d’abord et
tronquer ensuite

Il est facile d’'incriminer la méthode de calcubsi la compare a d’autres. Et nous n’avons pas

eévoqué, par exemple, la question du temps d'exatutii celle de la fatigue de I'exécutant

liée de facon plus serrée a la longueur des séqaarchainées. Ces variables influent moins
dans les conditions scolaires dans la mesure agnkemignants les surveillent.

4) L'influence du nombre et de la disposition des infations a traiter a retenu notre
attention. Le repérage de la boucle suivante djgréscution d’'une boucle peut étre rendu
difficile par la présence des marques de reteagmsition de la marque de retenue peut
compliquer sa recherche etc.

5) La relation entre I'exécution de l'algorithme aviecsens de l'opération en cours (la
signification d’'un produit partiel par exemple) 'aévélée mal comprise et difficile a
expliquer pour les professeurs

1.3. L’organisation de I'apprentissage

Il est clair qu’il faut que les éleves soient cdpald’exécuter parfaitement (ou presque) les
multiplication en ligne (avec un seul chiffre aultiplicateur pour effectuer les produits avec
2 chiffres au multiplicateur, et qu’il faut aloranfaitement savoir reporter les retenues sans
les écrire.

Il faut donc programmer d’abord I'étude des praslgimples, ceux qui figurent dans la table.
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Puis I'étude du calcul des produits par un sedfrehau multiplicateur, sans retenue : 712 x 4
(cette limitation ne peut étre évidemment que éwisoire, compte tenu du faible nombre
de possibilités). Puis...

Le principe est donc celui de I'étude d’'un prograenqui restera presque intangible, suivi
de son utilisation comme sous programme dans ugrgmme plus complexe.

L’étude de la multiplication précede mais s’imoe dans celle de la division au nom de ce

méme principe. Le souci de « mécaniser » I'exéautio calcul conduit a enlever tout role
fonctionnel au sens qui n’a plus qu’un réle secaeddlustratif et explicatif apres coup.
Pour apprendre a faire les divisions a la plumes saop d’erreurs et avec une vitesse
convenable, il faut avoir appris avant et assezat@xécuter parfaitement les soustractions et
les multiplications... Finalement il faut consacreegp de 400 heures sur cing ans a ces
apprentissages.

1.4. Les solutions alternatives

L’étude d’'une alternative éclairera cette questiaas procédés développés dans I'histoire et
dans le monde pour calculer le produit de deux ralusont nombreux et variés: par
exemple, le procédé par doublement du multiplicaadealivision du multiplicateur avec
addition des restes (procédé dit parfois « a lsgrm remonte a la plus haute antiquité.
Chaque méthode est caractérisée par un répertiesditats élémentaires a mettre en ceuvre
sans calcul : les tables pour la méthode des pmodartiels (dite parfois de Fibonacci), ou les
doubles, les moitiés pour la méthode « a la russé par un algorithme.

A priori, le temps denseignement et les difficaltéde I'apprentissage dépendent
principalement de ces deux paramétres.

Nous allons montrer comment ['utilisation de la huite du tableau des puissances dite « per
gelosia » (par Fibonnacci), ou « a l'arabe », ail la grecque »... permet de résoudre de
nombreux problémes posés ci-dessus.

2. LAMULTIPLICATION EN TABLEAU *

2.1. Le procédé

C’est le procéde utilisé par les mathématiciens pffectuer les produits de polynémes.

Il commence par le tracé d’'un tableau qui compat&nt de colonnes que le multiplicande
comprend de chiffres, et d’autant de lignes quaudiplicateur en comprend. Les chiffres du

multiplicande sont écrits au dessus du tableaup@rmcolonne) et ceux du multiplicande a

droite (un par ligne). Chaque cellule du tableati pertagée en deux par sa premiere
diagonale.

Par exemple pour la multiplication de 7503 par B4fableau a I'aspect suivant.

! Cette multiplication est dite « per gelosia » (jdousie) par Leonard Fibonacci qui I'enseigné&aiiope au
12 -13*™siécle. Mais il 'avait empruntée aux arabes. Rumite raison elle est dite par d’autres
« multiplication arabe ». Mais les arabes I'avajgait étre empruntée aux hindous, et en tout tagtalit
déja utilisée par certains anciens mathématicieessgElle est donc reconnue aussi comme « mudijic a
la grecque »... Mais était-elle étrangére aux chiflais Elle se distingue ici d’autres méthodes, corpare
exemple la multiplication « a la russe », qui reteanl’Egypte ancienne et qui ne demande que darsav
multiplier et diviser par 2
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? 4

? :5
? ? ? ?

Phase 1

Les points d’interrogation représentent les chiffde produit cherché. On voit tout de suite
guil y en aura 7 Un éléve avisé pourra dire tupremier chiffre sera 6 ou 7 et le produit
est de I'ordre de 7 millions.

Pour calculer un éléve débutant peut commencdeparoduits qu’il connait bien

Par exemple par la colonne de 0,

7 5 0 3
? 0 9
0
? 0 4
0
? 0 5
0
? ? ? ? Phase 2

Il a repéré 3 x 4 qu'il connait bien aussi : ilie 1 au dessus de la diagonale et le 2 a droite
en dessous

Il fait de méme avecle 5 x 4 etle 5 x 5, et b3u’il connait aussi

7 5 0 3
? 0 9
0
? 2 0 1 4
0 0 2
? 2 0 1 5
5 0 5
? ? ? ? Phase 3

Il a tout son temps pour vérifier et éventuellem&ialyer ou méme compter les produits qu'il
ne connait pas encore parfaitement : comme 4 X8 au 5 x 7 = 35.

Il peut méme se servir de certains calculs défa faur en vérifier d’autres :

Il hésite sur 9 x 7 (61 ?), mais il vérifie : pgie 5+ 4 =9 alors 5x7+4x7=9x7 et
donc (5+4) x 7= 35+ 28 = 63, en attendant deis® x 7 = (10 x 7) -7
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Il ne s’agira pas d’encourager les éleves a tragrasur les résultats intermédiaires mais
seulement de leur permettre un apprentissage ysagée, moins dépendant de facon critique
de la connaissance préalable par coeur.

7 5 0 3
? 6 4 0 2 9
3 5 0 7
? 2 2 0 1 4
8 0 0 2
2 |3 2 0 % 5
5 5% 5
2 2 2 2 Phase 4

Il reste alors a additionner les nombres d’'un méndee, d’'une méme puissance de 10, qui se
trouvent en diagonale : les unités avec les uniés

Les dizaines avec les dizaines: 0+ 1+2 =3

Les centaines:5+0+0+1+7 =13 Cwtie il y a des retenues, mais ce sont celles
d’'une addition, une par colonne. Et le résultditsair les marges de haut en bas et de gauche
a droite : 7 090 335

7 5 0 3

716 44 o A2 9
3l 51 ~“0o]| 77

o bV2 12 40 41 14
8l _~o| ~o| 2

9 Y3 12 0 L 15
5| 51 ~0o| 5

o ~ 3 -~ 3 ~ 5

Phase 5.

Réponses approchéeBans certains cas, I'ordre de grandeur du rédsaNec un petit nombre
de chiffres significatifs suffit. Dans ces condit&p I'opération peut étre limitée a une partie
seulement du tableau, a un triangle borné par iagodale des coefficients du méme ordre.
Par exemple, si 2 chiffres significatifs sont ssdfits, I'éleéve doit en général opérer sur les 9
chiffres occupant les trois diagonales contenasitplieissances de 10 les plus élevées (les
chiffres en rouge).
Il calcule donc le troisieme chiffre :5+2+8+=10+8 -> 8 (ou9),

La retenue pour la deuxieme colonne est 1
Puis le deuxieme chiffre: 1 +4+3+2=10+® O,

La retenue est 1
Enfin le premier 1 +6=7
La réponse approchée est 708 suivi de 4 zéros 7 080 000

Ou 709 suivi de4 zéros : 7090000

BROUSSEAU guy Francais Calcul partiel Page 8 Créé le 14/01/2007 10:56
31/01/2007



Pour obtenir exactement le troisieme chiffre sigaiif il doit connaitre la retenue, et pour
cela, au moins calculer la quatrieme diagonalec@mptant de droite a gauche, c'est-a-dire
selon les puissances descendantes de 10),. HiEasseici de 2 + 2 + 5 = 9. Il peut donc y
avoir une retenue de la colonne précédente?l§ Se qui ferait reporter une retenue sur la
4°M° puis sur la 8™ diagonale. C’est le cas. La réponse approchég @30 000. L'écart au
résultat exact est inférieur a 10 000, en faisilseulement de 335

7 5 0 3

7 2 9

0 7
0 0 1 4 6

0 0 2

9 2 0 1T 5
5 5 0 5

0 3 3 5

Produits de décimaux
La position de la virgule se déduit mécaniquemeriadosition des virgules des nombres
multipliés : exemple 75,03 x 9,45 = ### ####

7 5 , 0 3
? / 9
? 4
? 5
? ? ? ? 7

2.2. L’analyse ergonomique et la comparaison

La place des chiffres du résultat est prévue dgsote de I'opération, ce qui diminue de
beaucoup les erreurs d'ordre de grandeur. Celleg-ce produisent qu'au début, lors de la
recopie des chiffres du produit.

Tous les résultats des calculs élémentaires saiis,éce qui facilite le contréle et la
correction.

Il'y a bien toujours 12 boucles, mais elles sorduceup plus simples. Elles peuvent étre
calculées indépendamment les unes des autresudamdre quelconque.

Il N’y a plus de retenue en cours de calcul d’uodpit €élémentaire. Toutes les retenues sont
reportées dans l'addition qui s’en trouve un pemglaquée par rapport a I'autre méthode : il
y plus de chiffres et les colonnes sont en biais.

Il était facile de calculer les probabilités d’eme et de prévoir les avantages qui seraient
obtenus par la simplification des produits, avemtmlele évoqué ci-dessus. L'augmentation
de difficultés dans I'exécution de I'addition n'alvpas été étudiée de facon théorique. Nos
résultats empiriques montraient que 'augmentaties difficultés de l'addition était trés
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faible, et en tout cas tres largement compensééapdiminution des erreurs sur les produits
partiels.

Le procédé a été enseigné a titre expérimental gaglsjues classes de Cours élémentaire et
de Cours moyen : quelques lecons réparties susemaine, suivies d’'usage contrélé dans les
calculs ordinaires de la classe (sans autres ersrapécifiques). Il a été facile de vérifier
expérimentalement, que I'amélioration de la fiabililes calculs suivait les prévisions : elle
était meilleure que ce qu'apportait la suppresdiesiretenues.

Les améliorations du pourcentage de réussites dépmar évidemment des performances
anciennes des éléves : ceux qui profitaient le xnas avantages de la « nouvelle méthode »
étaient les éléves qui présentaient a I'avanceddermances faibles ou moyennes. Ceux qui
calculaient déja tres bien avant trouvaient toutnéene que cette méthode était plus agréable.

Nous avions craint que le fait de devoir dessimetableau n’allonge beaucoup le temps
d’exécution des calculs. Il n’en a rien été. Il ayait pas d’écart significatif entre le temps de
calculs par les mémes éléves, avant avec la méttiadsique et apres, avec la méthode en
tableau.

Par la suite, le procédé a été enseigné a toudldeses de I'école pour I'observation Jules
Michelet, pendant plus de 20 ans pour étudieradeslitions d’insertion de la méthode dans le
cursus et les difficultés du développement quiegt pas étre concomitant.

Les avantages de la méthode se sont réguliereroafitroés : meilleurs résultats des éléves
obtenus a moindre temps et efforts des enseignaatgprentissage étalé sur la méme durée
déterminée par les horaires officiels laissait mlastemps pour des activités mathématiques
plus riches que des répétitions d’exercices. Laiqua du calcul en ligne n’était enseignée
gu’'un peu plus tard au moment de la mise en plack dlivision dont nous parlerons plus
loin.

Le calcul en tableau que montre la figure ci-dessou

5 2 6 9 | X
y%z 3
0 8 4 of 4
2] 1 0 7 6

Devient le calcul en ligne: 5269 x 4 = 21076; glintegre plus facilement dans la
disposition de la division. A ce moment il fautréal’apprentissage qu’on a évité au début de
'étude de la multiplication. Mais avec des éléephss expérimentés, qui savent bien leurs
tables et qui sont donc plus confiants, I'appreaig® se passe bien

Les enseignants n'ont pas eu de grandes difficidiésc I'environnement, parents ou
professeurs du college. Beaucoup de ces derniéssignt méme la présence de leurs éleves
dans leur classe pour revisiter le sens des opésatMais il est apparu qu’il suffisait d'un
tout petit nombre de professeurs hostiles, soupent de simples raisons de commodité ou
par idéologie, pour créer des pressions désagsabides éleves.
Pour leur éviter ces difficultés nous avons étedods,

a) aprés avoir enseigné d'abord la méthode en tablgaiu se préte mieux a

'apprentissage au cours €lémentaire (7 a 9 ans),
b) aprés avoir pratiqué le calcul des produits erelign ligne pour la division,
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c) aprés avoir introduit ensuite les premiers proddésdécimaux au Cours moyeH®1
année (9-10 ans) avec la méthode du tableau, pbile 2 comprendre (par exemple
pour expliquer 0,3 x 0, 8).

d) Les enseignants ont fait pratiquer la méthode icjass « pour préparer le collége »
Spontanément les éleves disposaient de faconqueskis petites opérations, mais dées que la
difficulté devenait plus grande, ils reprenaientriathode en tableau, conscients d’avoir une
pratigue plus adaptée et raffinée du calcul. .

2.3. L'invention et I'apprentissage de la méthodarp« le sens »

La multiplication de deux entiers peut étre défidie plusieurs fagcons mathématiquement
équivalentes, mais principalement :
- Comme une addition répétée du multiplicande dmlore de fois étant déterminé par le
multiplicateur : des deux nombres, I'un compte dbgts matériels, 'autre compte des
objets d’'une autre « nature » et joue plutot le @ fonction ou de rapport.
- Comme le nombre de cases d'objets rangés en mbneode lignes et de colonnes
déterminé par le multiplicande et le multiplicatedes deux nombres comptent des
ensembles de méme nombre d’objets.

La premiere opération est dissymétrique, maisagteespond a une énumération effective. A
priori 3 x 4 et 4 x 3 décrivent des énumératioriedintes et si la preuve que 3 x4 =4 x 3 est
assez immeédiate, ce n’est pas le cas pour des esrmgbelconques.

La seconde est symétrique, et 3 x 4 et 4 x 3lsarambre d’'une méme collection d’objets.

Le sens de ces opérations matérielles peut variearst les situations, suivant la possibilité
d’effectuer facilement les énumérations etc.

Apres l'essai de diverses méthodes, éprouvéesipgrdmdant plusieurs années, celle qui est
apparue la mieux adaptée suivait le schéma suivant.

a) Définition : I'écriture de type a x b est introduite trés ggur décrire la quantité
obtenue en mettant a lignes de b colonnes obji¢sp&ut servir a écrire des nombres
dont on connait I'écriture et le nom canonique naissi des nombres dont on ne
connait pas encore le nom. Par exemple quinze gt.vinNous avions déja utilisé
I'addition pour écrire des nombres plus grands cgiex dont on connait le nom au
cours préparatoire. : par exemple 5 + 5 + 4 + 3npérd’écrire des le mois de
novembre des nombres qui s’appelleront bient6t 17.

b) Dénombrement des carreaux d’un rectangle au courdé@mentaire (7 ans).

- premiere étape: les éleves ont un papier quadrillé de 25 caxeau 18. En
équipe, pour compter ces carreaux, ils délimitexst igions disjointes qu'ils
comptent 'une aprés l'autre avant d’additionnerdsultat

25

25

40
64

18

146
91
39
45

BROUSSEAU guy Francais Calcul partiel Page 11 Créé le 14/01/2007 10:56
31/01/2007



- deuxieme étapeles éleves partagent un nouveau rectangle de rl85sde
facon plus systématique en ménageant des carE3 slg 10, lIs comptent les
centaines ainsi obtenues, puis les morceaux gigines

Puis les morceaux qui restent sont eux-mémes désoep dizaines organisées selon un
guadrillage ingénieux. :

100 100 10C 100 50

25C 80 80 40

- troisieme étape Le rectangle dont disposent les enfants n'est gladrillé,
les éléves doivent prévoir et dessiner (approxieatent) le résultat du
découpage et calculer les sommes. lls ne peuvastgampter un a un pour
vérifier. Voici par exemple la représentation dhectangle de 35 colonnes sur
23 lignes. Un rectangle quadrillé, caché dans hkedwy permet toutefois des
vérifications et des corrections.

10 10 10 5
100 100 100 |50 j10
100 100 100 50 10
30 30 30 3

- Quatrieme étape: les centaines sont regroupées et les représersate
conservent plus les proportions : le rectangleesisds devient

30 5
600 100 20
90 15 3

- Cinquieme étape: Jusqu’ici, la somme se fait a c6té du tableaaisNbientot
elle pourra se faire directement sur le dessina@wdpage, aprées la
reconnaissance de la position des mémes coeffoika® puissances de 10 sur
les diagonales. La disposition est alors celle @éité présentée plus haut.
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Cette méthode permet de conserver le sens de ditipérassez longtemps au cours de
'apprentissage initial. Certes, 'usage ordinaéed a faire oublier la signification du tableau
mais la méthode rend disponible le recours a ssens » chaque fois que cette référence est
nécessaire. Par exemple lorsqu’il s’agit de raisosar un produit de fonctions ou de
polynémes.

En patrticulier, elle permet d'illustrer les produite mesures et de comprendre le réle du
choix d’'une certaine correspondance entre lessiddédongueur (ou des composantes) et les
unités d’aire (ou de la grandeur produit).

c) Rapports. Le multiplicateur peut étre considéré comme ypaoat entre le
multiplicande et le produit. De nombreuses situetise formulent ainsi et la notion de
rapport est appelée a un avenir scolaire important

d) Fonctions
Bien sdr, d’autres exercices permettent d’expldiautres fagons de concevoir le produit
de deux nombres. Par exemple de traduire 'addigép@étée d’une mesure, par une
fonction scalaire, avec le dédoublement « nombr®idex mesure » : 3+3+3+3 %3
De la représentation concreéte, les éleves passaruais moyen a des représentations comme
fonction (linéaire), sous des formes diverses.eRample

X 23

»
»

Les représentations et les symboles ne sont pastieds pour les éléves, il n’est pas
raisonnable de les multiplier. Par contre, ils gmétieux pour le professeur qui doit garder a
I'esprit que la méme opération recouvre des actbmes états, c’est-a-dire un sens,
différents.

e) Compositions de fonctionsParmi les fagcons de concevoir directement quethose
qui se traduit par le calcul : 5 x 7 x 4 ? certaigaivent I'ordre des calculs ; ce sont les
plus faciles, d’autres non, et le sens de ces ceitiqos ou transformations de
fonctions est plus délicat.

Ex : Paul a livré chaque jour, pendant cing sensaiéditres de lait & Mme Michu. La dame
lui demande de doubler la commande pour les sighatioes semaines...

2. 4. Le produit de deux décimaux

Le produit de deux décimaux prolonge naturellencehti de deux naturels. En revenant au
sens initial. Dans le produit de deux naturelsnsconsidere le tableau comme un rectangle et
les cotés comme des longueurs : les cases sonases unités, elles sont carrées et ont un
c6té de longueur 1. Si on partage chaque cotéxemaiobtient toujours 100 cases sur
lesquelles les mémes méthodes peuvent s’appliquer :

Ainsi 1,7 x 0,5 se représente concretement paauiaepgrisée
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0,5
1{

Et le calcul prend la forme :

o A HE I |

| | 1 Is 7 | |

.- g :

[

| 0 0 0 |

0 0 C |

r————" __’____:

|

: 0 0 5 5 5 :

DU i |

([ |

| | 8 | | |

_____ A __a______
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