ANNEXE A

PHOTOS DES INTERROGATIONS ORALES DITES
CLASSIQUES
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ANNEXE B

PHO‘TOS DES INTERROGATIONS ORALES DITES
EXPERIMENTALES

Figure B.1.

Figure B.2.
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ANNEXE C
PROGRAMME D’ALGEBRE LINEAIRE DE BCPST

PREMIERE ANNEE

Il - ALGEBRE LINEAIRE

Les scalaires ne pourront ére que les nombres réels ou les nombres complexes. La notion générale d'espace vectoriel n'est pas au

programme

de premiére année. Le but du professeur de premigre année sera de faire maitriser les concepts fondamentaux sans excts

de technicité ni d'abstraction en centrant son travail sur le calcul matriciel. Le professeur choisira les démonstrations qu'il présente et

celles qu'il admet.

Ce qui suit fournit un ordre de présentation possible, il n'est pas obligatoire. K désignera l'ensemble des nombres réels ou complexes.

Figure C.1.

A - Systémes d'équations linéaires

Définition. Discussion et résolution d'un systéme lin€aire
d'équations par une suite d'opérations €lémentaires sur les lignes.
Systémes équivalents.

Cas particuliers des systémes triangulaires. Systéme homogéne.
Un systéme linéaire a zéro, une ou une infinité de solutions. Dans
ce demier cas, on exprime toutes les inconnues en fonction de
certaines d'entre elles.

La solution générale d'un systéme est de la forme (solution
particuliére)+(solution générale du systéme homogéne). Systéme
de Cramer (systéme de n équations et n inconnues qui a une
solution unique).

Par opérations élémentaires on entend : multiplier une équation par
un scalaire non nul, ajouter 4 une équation une combinaison
linéaire des autres.

On fera Ie lien entre l'intersection de droites et de plans dans le
plan et dans l'espace et la résolution de systémes linéaires.

On illustrera ces notions & l'aide d'exemples dont la résolution est
simple. Les déterminants sont hors programme.

B - Malrices @ coelficients dans K

Matrices. Matrices lignes, colonnes, carrées, triangulaires,
diagonales. Matrice nulle, matrice unité (identite).

Opérations sur les matrices : somme, produit par un scalaire,
produit. Propriétés de ces opérations (en particulier formule du
bindme pour des matrices qui commutent).

Ecriture matricielle d'un systéme linéaire.

Matrice inversible, matrice inverse. Inverse d'un produit.
Recherche pratique de l'inverse d'une matrice, par la résolution
d'un systéme de Cramer.

Transposée d'une matrice. Transposée d'une somme, d'un produit
de matrices, de l'inverse d'une matrice. Matrice symétrique.

Produit de matrices diagonales.

Les justifications théoriques (relatives a I'algébre linéaire) seront
données ultérienrement au titre D.

€ - Espaces vecloriels et sous-espaces vectoriels

En premigre année, on ne donnera pas la définition générale d'espace vectoriel. On travaillera dans Kn.

Définition de I'espace vectoriel K® régles de calcul.
Combinaison lin€aire d'une famille finie de vecteurs.
Sous-espaces vectoriels.

Intersection de deux sous-espaces vectoriels.

Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs.
Famille génératrice finie d'un sous-espace vectoriel

Famille libre finie. Famille liée finie.

Base d'un sous-espace vectoriel. Dimension.

Base canonique de K"

Matrice colonne des coordonnées d'un vecteur dans une base.
Dans un sous-espace vectoriel de dimension p :

Toute famille libre a au plus p éléments.

Une famille libre ayant p éléments est une base.

Toute famille génératrice a au moins p déments. Une famille
génératrice ayant p éléments est une base.

Rang d'une famille finie de vecteurs.

On fera le lien avec les régles de calcul des vecteurs du plan et de
I'espace de la géométrie. On entend par sous-espace vectoriel un
ensemble de vecteurs stable par combinaison linéaire et contenant
le vecteur nul.

On utilisera la notation vect{x1, x2,...xk).

On admettra que toutes les bases d'un sous-espace vectoriel ont
méme cardinal appelé dimension du sous-espace vectoriel.

Tout ou partic des démonstrations correspondantes powra €tre
admis.

Figure C.2.
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12 PROGRAMME D’ALGEBRE LINEAIRE DE BCPST PREMIERE ANNEE

D - Applications linéaires

Définition d'une application linéaire de KF dans K*

Noyau, image. Lien avec : f injective, f surjective, f bijective.
(Opérations sur les applications linéaires : addition, multiplication
par un scalaire, composition, réciproque. Propriétés de ces
opérations.

Détermination d'une application linéaire par l'image des vecteurs
de la base canonique, matrice de I'application linéaire dans les
bases canoniques.

Matrice de la somme de deux applications linéaires, du produit par
un scalaire d'une application linéaire, de la composée de deux
applications linéaires, de I'application réciproque.

Rang d'une application linéaire, rang d'une matrice, rang de la
transposée (résultat admis), rang d'un systéme.

Figure C.3.



ANNEXE D

PROGRAMME D’ALGEBRE LINEAIRE DE ECS
PREMIERE ANNEE

IT — Algébre linéaire

Le programme se place dans le cadre des espaces vectoriels sur K, ot K =R ou C.
Les notions d algébre et de groupe sont hors programme.

Lobjet de ce chapitre est de mettre en place 'outil vectoriel et Poutil matriciel. Il convient de mener conjoin-
tement U'étude des applications lindaires et celle des matrices, et de mettre en valeur les interactions entre ces

deux aspects.

1) Espaces vectoriels et applications linéaires

a) Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels.

Structure d’espace vectoriel.
Sous-espaces vectoriels.

Combinaisons linéaires,
Sous-espace engendrd,

Familles libres, familles génératrices, bases.

Somme de sous-espaces, somme directe de deux
SOWS-eSpaces, sous-espaces supplémentaires.

b) Applications linéaires.
Novau et image d'une application linéaire.

Isomorphismes, endomorphismes, antomorphismes.
Composie de deux applications linéaires,
Isomorphisme réciprogue d'nn isomorphisme.
Espace vectoriel L{E, F') des applications linéaires
d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F.
Espace vectoriel L{E) des endomorphismes de E.
Enscuble GL(E) des antomorphisimes de £,

2) Espaces vectoriels de dimension finie

Espaces admettant une famille génératrice finie.
Existence de bases,

Si L est libre et si & est génératrice, le nombre
d’éléments de L est inférieur ou égal au nombre
d’éléments de G.

Dimension d’un espace vectoriel.

Théoréme de la base incomplete,

Dimension dun sous-espace vectoriel.

Existence et dimension d'un supplémentaire.

Rang d'un famille finie de vectenrs, rang d'une ap-
plication linéaire.

Cette étude doit étre accompagnée de nombreux
exemples issus de 'algébre (espaces K", espaces de
polynomes) et de l'analyse (espaces de suites, de
fonetions).

On ne considérera que des combinaisons linéaires de
familles finies.

Base canonique de K",

Cas des projectenrs et des symétries.

Un K-espace vectoriel est de dimension n si et seule-
ment si il est isomorphe & K",
Dans un espace de dimension n, une famille libre
(resp génératrice) formée de n vecteurs est une base.
Droites, plans et hyperplans vectoriels.
Si F et (¢ sont supplémentaires,

dim F + dim ¢ = dim E

Figure D.1.
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14 PROGRAMME D’ALGEBRE LINEAIRE DE ECS PREMIERE ANNEE

Formule du rang : étant donnés des espaces vecto-
riels E et £ et une application lindaire u de E dans
F, dim E = dim{Ker «) + dim{Im u}.

3) Matrices et calcul matriciel

Espace vectoriel M, ,(K) des matrices & n lignes et
p colonnes a coeflicients dans K.

Matrice d'une famille finie de vecteurs dans une
base, Matrices colonnes.

Matrice d'une application linéaire dans des hases.

Produit d'une matrice et d’une matrice colonne.

Produit matriciel.

Rang d’une matrice,

Matrices inversibles, inverse d'une matrice.
Ensemble (L, (K). Inverse d'un produit.

Caleul de 'inverse d'une matrice.

Transposée d'une matrice, matrices symétrigues,

4) Systémes linéaires

Définition des systémes linéaires.

Ecriture matricielle d'un systéne linéaire.

Systeme homogene.

Structure de Uensemble des solutions d'un svstéme
linéaire.

Systéme de Cramer.

Résolution par la méthode du pivot de Gauss.

Application & la caractérisation des isomorphismes.
Formes linéaires et hyperplans.

Isomorphisme avec L(E. F).

Matrices lignes et formes linéaires.

Lien avee I'image d'un vecteur par une application
lindaire.

Lien aver la composition des applications linéaires,
Formule du bindme lorsque AR = BA,

Egalité des rangs d'une application linéaire et de sa
matrice dans des bases,

Lien avec les isomorphismes et avec (CL{E).
Caractérisation des matrices triangulaires inver-
sibles.

On  présentera, sur des  exemples, différentes
méthodes. Inversion des matrices (2, 2).
Transposition d'un produit, de 'inverse.

Lien avee les noyaux.

La méthode sera présentée i Uaide d'exemples.
On adoptera les notations suivantes pour le codage
des opérations élémentaires sur les lignes :

L; — L; +u;'.-j . Li —al; I:H 5é ﬂ'} .I'..j = L;
Exemples de problémes se ramenant & la résolution
de systémes linéaires.

Figure D.2.



ANNEXE E

PROGRAMME D’ALGEBRE LINEAIRE DE MPSI

ALGEBRE ET GEOMETRIE

Le programme d'algébre et géométrie est organisé autour des concepts fondamentanx d'espace vectoriel et
d ‘application linéaire, of de leurs interventions en algébre, en analyse et en géométrie. La maitrise de algébre
lindaire démentaire en dimension finie constitue un objectif essentiel.

Le cadre d'étude est bien délimité : bréve mise en place des concepts d'espace vectoriel, d'application linéaire,
de sons-espaces vectoriels supplémentaires. de produit scalaire, sous lenur forme générale, en vie notanment des
interventions en BJ:RI_!-”.‘*',‘ en dimension finie, étude des concepts de base, de dimension et de raig, mise en _pJ.llr.v.'
dun calenl matriciel, étude des espaces vectoriels euclidiens : interventions de ['algébre lincaire en géométrie affine
et en goométrie euclidienne. La maitrise de Particilation entre le point de vie géométrique {vectenrs of points)
et le point de vue matriciel constitue un uhjﬁ.‘!ff 1A jeur,

Powr les groupes, les anneaux et les corps, le programme se limite i quelques définitions de base et aux exemples
wsuels ; poute étude j.{&.;m:rnfv de ces strictures est hors programrne.

Le point de vue algorithmigue ost i prendre en compte pour Uensemble de oo programme.

Figure E.1.

I.. ALGEBRE LINEAIRE ET POLYNOMES

L'objectil est double :

= Aequérir les notions de base sur les espaces vectoriels de dimension finie (indépendance lindaive, bases,
dimension, sons-espaces vectoriels supplémentaires et projectewrs, rang) et le calenl matriciel,

- Maitriser les relations entre le point de vue géométrique (vectenrs ef applications lindaires) et le point de vue
matriciel.

Il eonvient o ‘dtudier conjointement Palgébre lincaire et la géoméirie affine du plan ot de Vespace ot, dans les
denx cas, d'illustrer les notions et les résultats par de nombreuses figures.

En algéhbre linéaire, le programme se limite an cas ol le corps de hase est K, ol K désigne R ou C.

1- Espaces vectoriels
a) Espaces vectoriels

Définition dun espace vectoriel sur K, d'un sons-espace Exemples : espace K", espaces vectoriels de
vectoriel. suites ou de fonctions,

Intersection de sons-espaces vectoriels. Sons-espace engendrd
par une partic.

Somme de denx sous-espaces vectoriels, Sous-cspaces supplé-  La notion géndérale de somme direete est hors
mentaires. Programme.

Espace vectoriel produit £ = F,

Espace vectoriel F{X, F) des applications d un ensemble X
dans un espace vectoriel £,

Figure E.2.
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PROGRAMME D’ALGEBRE LINEAIRE DE MPSI

b) Translations, sous-espaces affines

Translations d'un espace vectoriel E.

Définition d'un sous-espace affine : partic de E de la forme
a4+ F, on Fest un sous-espace vectoriel de E. Direction
d'un sous-espace affine,

Sous-espaces affines paralléles : W oest paralléle a W si la
direction de W est incluse dans celle de W',

Intersection de deux sous-espaces affines, direction de cette
intersection lorsqu’elle n'est pas vide,

Barveentres. Parties convexes (lorsque K=R).

c) Applications linéaires

Définition d'une application linéaive, d'une forme linéaire,
d'un endomorphisme.

Espace vectoriel £(E, F) des app
dans F.

ations lindaires de E

Composée de deux applications linéaires, réciprogue
application lindaire bijective. Définition d'un isomorp
d'un antomorphisme, Linéarité des applications v = von
et u v v ou, Définition du groupe linéaire GL(E)

Equations linéaires : noyan et image d'une application
linéaire. Description de l'ensemble des solutions de

u(x) = b

Caractérisation des projecteurs par la relation p?
Caractérisation des symétries par la relation & = Ig.

m

Il convient d'illustrer ces notions par la géométrie
du plan et de Vespace, déja abordée dans
les classes antéricures et en début d’annde.
I comvient de souligner gque le choix d'une
origine du plan ou de 'espace permet d’identifier
points et vecteurs, On évitera cependant de
faire systématiquement cette identification.

Homothéties, Projecteurs associés a denx souns-
espaces supplémentaires. Syvmétries, affinités.
Exemples d'applications linéaire
en géomitrie.

en analyse,

L'étude générale du groupe lindaive est hors
programme.

Structure de ensemble des solutions d'une
équation différentielle linéaire. Structure de
Uensemble des suites (w,) définies par une
relation de réeurrence de la forme .2 =
ity + by,

2- Dimension des espaces vectoriels

a) Familles de vecteurs
Définition des combinaisons
oy, rg.. .. r, d'un espace veetoriel ;
cation linéaive d'une combinaison lin

linéaires de p wvecteurs
image par une appli-

aire.

Sous-espace engendré par une famille finie de vecteurs.
Définition d'une famille génératrice.

Indépendance linéaire @ définition d'une famille libre, lide.
Définition d'une base : coordonndes (ou composantes) d'un
vecteur dans une base. Base canonique de K™,

Etant donnés un espace vectoriel E muni dune base
{e1....,ep) et une famille (f, Jr) de veeteurs dun
espace vectoriel F, il existe une application lindaire u et
une seile de E dans F telle que u(e;) = f;.

b) Dimension d'un espace vectoriel
Définition d'un espace vectoriel de dimension finie (espace
vectoriel admettant une famille génératrice finie). Théoréme
de la base incomplite, existence de bases,

Toutes les bases d’un espace vectoriel E de dimension
finie sont finies et ont le méme nombre ' éléments, appni(.-

dimension de . On convient que espace vectoriel réduit
i {0} est de dimension nulle.

Tout espace vectoriel de dimension n est somorphe 4 K" ;
deux espaces vectoriels de dimension finie £ et F sont

1 E = dim F.

Base de E'x I associée i des bases de I et de F'; dimension
de E x F.

somorphes 51 et seulement si ¢

Le cas des familles indexées par un ensemble
infini est hors programme.

La donnée dune famille de p vecteurs
(xy,®2,...,2,) d'un K-espace vectoriel £ dé-

termine une application lindaire de K" dans

E: noyau et image de cette application ; earaetérization
des bases de E, des familles pénératrices, des
familles libres.

Etant donnée une famille § de veeteurs d'un
espace vectoriel de dimension n :

- 81 8§ est libre, alors p £ n, avec égalité si et
seulement si S est une base ;

- 51 8 est génératrice, alors p 2 n, avec dgalité
si et seulement si S est une base.

Figure E.3.
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Etant donnés un espace vectoriel F muni d'une base Etant donnée une forme linéaire ¢ sur E,
B = (¢;) et un espace vectoriel Fmuni d'une base C = (f;),  expression de g(r) en fonetion des coordonnées
une application linéaire u de F dans F et un vectenr x de E,  de x dans B.
expression des coordonnées de y = w(x) dans O en fonction
des coordonnées de & dans 5.
¢) Dimension d’un sous-espace vectoriel
Tout sous-espace vectoriel E' d'un espace vectoriel de
dimension finie £ est de dimension finie et dim E' < dim E,
avee égalité si et seulement si £ = E. Rang d une famille
de vecteurs,
Existence de sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un Les dtudiants doivent connaitre la relation
sous-espace vectoriel donné ; dimension d'un supplémentaive.  dim (E + F) = dim E + dim F — dim (£ 1 F).

d) Rang d'une application linéaire
Etant domnée une application linéaire v de E dans F, v Cas d'une forme lindaire : earactérisation et
définit un isomorphisme de tout supplémentaire de Keru  équations d'un hyperplan.
sur Im u: en particulier,

dim E = dim Ker « 4+ dim Im .

Rang d'une application linéaire, caractérisation des isomor-  Invarianee du rang par composition avee un

phismes. isomorphisme,
Caractérisation des éléments inversibles de £(E).

3- Polynomes

Lobjectif est d'étudier, par des méthodes élémentaires, les propriétés de base des polyniomes ot des fractio.
rationnelles, et dexploiter ces objets formels pour la résolution de problémes portant sur les équatio
algébriques et les fonctions mumérigues.

Le programume se limite an cas o le corps de base est K, oi K désigne R ou C.

a) Polynimes i une indéterminde

Espace vectoriel K[X] des polynomes i une indéterminée & Aueune connaissance sur la construction de
coefficients dans K : opérations. K[X] n'est exigible des étudiants,

Degré d'un polyndme (on convient que le degré de 0 Notation ap +a; X 4+ --- 4+ a, X ou, le cas
est =oc), coefficient dominant, polynome unitaire (ou pea

normalisé). Degré d'un produit, d'une somme ; les polynomes  ¢chéant, Z a, X"

de degré inférienr ou égal & p constituent un sons-cspace n=0

vectoriel de K[X].

L'anneau K[X] est intégre. Corps K(X) des [ractions

rationnelles, degré d'une fraction rationnelle.

Multiples et diviseurs d'un polynéme, polynomes associés.
Division enclidienne dans K[X], algorithme de la division
enclidienne,

b) Fonctions polynomiales et rationnelles

Fonetion polynomiale associée & un polynome. Equations  Reste de la division enclidienne d'un polynéme
algébriques. Zéros (ou racines) dun polynéme; ordre de P par X — a: caractérisation des zéros de P.
multiplicité. Isomorphisme entre polynomes et fonctions

polynamiales § Algorithme de Horner pour le ealenl des

valeurs d'une fonction polynomiale.

Fonetion rationnelle associée & une fraction rationnelle,
Zéros ot poles d'une fraction rationnelle ; ordre de multiplicité,

Figure E.4.
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Définition du polynome dérivé. Linéarité de la dérivation,

dérivée dun produit. Dérivées successives, dérivée n-ibme

d'un produit (formule de Leibniz). Formule de Taylor.

application & la recherche de l'ordre de multiplicité d'un
c

wiro.

¢) Polynomes scinddés

Définition d'un polynéme scindé sur K ; relations entre les
coefficients et les racines d'un polynome scindé,

Théoréme de d’Alembert-Gauss, Description des polynomes
irvécductibles de C[X] et de R{X].

Décomposition d'un polynome en produit de facteurs irrdé-
ductibles sur C et sur R.

d) Divisibilité dans I"anneau K[X]
§ Divisenrs communs i deux polynomes, polynomes premiers
entre eux. PGCD de deux polynomes ; algorithme d'Euclide.
PPCM de denx polynomes ; forme irréductible d'une fraction
rationnelle,
Théoréme de Bézout, Théoréme de Gauss.

Polyndimes irréductibles. Existence et unicité de la décompo-
sition d'un polynome en produit de facteurs irréductibles.

¢) Etude locale d’une fraction rationnelle
§ Existence et unicité de la partie entitre d'une fraction
rationnelle : existence et unicité de la partie polaire de
B relative & un pole a. Lorsque a est un pole simple de R,
expressions de la partie polaire relative a ce pale,

Lorsque K = C. toute fraction rationnelle B est égale &

la somme de sa partie entiére et de ses parties polaires.

Existence et unicité de la décomposition de B en éléments
-

simples. Décomposition en éléments simples de 7

Les étudiants doivent connaitre les relations

+oo "
PxX) =Y {XJ+“}pf"l(a)‘
n=0{) :

gl
Pla+X)=>" = P a).

n=i

Auvcune connaissance spécifique sur le caleul
des fonetions symétrigues des racines d'un
polvnome n'est exigible des étudiants,

La démonstration du théoréme de d°Alembert-
Gauss est hors programime.

Décomposition dans C[X] de X™ — 1.

La définition des idéaux de K[X] est hors
programme.

Les étudiants doivent connaitre algorithme
donnant les coefficients de Pégalité de Bézout,

Pour la pratigue de la décomposition en produit
de facteurs irréductibles, le programme se
limite au cas on K = R ou C. Aucune
connaizsance spécifique sur 'irréductibilité sur
Q v'est exigible des étndiants.

Les étndiants doivent savoir calenler la partie
polaire en un pale double. En revanche, des
indications sur la méthode & suivre doivent
etre fournies pour des poles d’ordre supérieur
on ¢gal & 3. La division des polynomes suivant
les puissances croissantes est hors programme,

Auvcune connaissance spécifique sur la décom-

position en éléments simples sur un corps
autre gue C n'est exigible des étudiants.

4- § Calcul matriciel

a) Opérations sur les matrices
Espace vectoriel M, (K} des matrices & » lignes et
p colonnes sur K. Base canonique (£;;) de M, (K):

Identification des matrices colonnes et des
vecteurs de K", des matrices lignes et des

dimension de M, ,,(K). Isomorphisme canonigue de Z(K", K"} formes linéaires sur K",

sur M, (K], Définition du produit matriciel, bilinéarité,

Anneau M, (K) des matrices carrées 4 n lignes. Isomorphisme  Sous-anneau des matrices diagonales, des matrices

canonigue de lannean £{K™) sur l'annean M, (K). Matrices
ecarrées inversibles ; définition du groupe linéaire GL,, (K}).

Transposée d'une matrice. Compatibilité avee les opérations
algébriques sur les matrices.

Matrices carrdes symétrigues, antisymétriques,

Ecriture matricielle Y = M X de 'effet d'une
application linéaire sur un vecteur.

triangulaires supérienres (on inférieures).

Figure E.5.
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b} Matrices et applications linéaires
Matriee Mg o (u) associée i une application linéaire u d'un
espace vectoriel F mmni d'une base 2 dans un espace
vectoriel £ muni d'une base €. L'application 1 — Mg ()
est un isomorphisme de L, F) sur M, ,(K) : dimension
de L(E, F).
Matrice Mg (u) associée i un endomorphisme u d'un espace
vectoriel £ muni d'une base B, Lapplication w — Mpg{u)
est un isomorphisme (linéaire) d’anneanx.
Matrice dans une base d'une famille finie de vecteurs, d'une
famille finie de formes linéaires,
Matrice de passage d'une base B & une base B' d'un
espace vectoriel £ ; effet d'un changement de base(s) sur
les coordonnées d'un vecteur, sur Uexpression d'une forme
linéaire, sur la matrice dune application linéaire, sur la
matrice dun endomorphisme.

¢} Opérations élémentaires sur les matrices

Opérations (ou manipulations) élémentaires sur les lignes
[ou les eolonnes) d'une matrice.

Interprétation des opérations élémentaires en termes de
produits matriciels.

Application a I'inversion d une matrice carrée par 'algorithme

du pivot de Gauss.
d) Rang d’une matrice

Définition du rang d'one matrice (rang de application
linéaire canoniquement associée, ou encore rang des vectenrs
colonnes).

Une matrice de M, ,(K) est de rang r si et seulement si elle
est de la forme DSV oi U et V' osont des matrices carrées
inversibles. Invariance du rang par transposition.

Emploi des opérations élémentaires pour le caleul du rang
d'une matrice.

e) Systémes déquations linéaires
Définition, systéme homogine associd ; interprétations. Des-
eription de lensemble des solutions.
Rang d'un systéme lindaire. Dimension de Uespace vectoriel
des solutions d’un systeme linéaire homogéne.

Existence et unicité de la solution lorsque r = n = p
[systémes de Cramer). Résolution des systémes de Cramer

triangulaires. Algorithme du pivot de Gauss pour la résolution

des systiémes de Cramer.

Figure E.6.

La j-itme colonne de Mg o(u) est constitudée
des coordonndes dans la base ' de l'image par
w du j-itme vecteur de la base B.

La matrice de passage de la base B i la base
B’ est, par définition, la matrice de la famille
B' dans la base B : sa j-itme colonne est
constituée des coordonndes dans la base B du
J-itme veeteur de la base B, Cette matrice st
anssi Mp 5(Ig).

Les opérations élémentaires sur les lignes sont
les snivantes ;

- addition d'un multiple d'une ligne 4 wne
antre (codage : Ly — L; + al;);

- multiplication d’une ligne par un scalaire non
mul (codage : L; — alL;);

- échange de deux lignes (codage @ L; — L;).

Cet algorithme permet en outre d'étudier
I'inversibilité de la matrice,

Pour toute application linéaire u de E dans F,
le rang de u est égal an rang de Mg ~(u), ol
B est une base de E et C une base de F.

La matrice J; est I'élément {(a; ;) de M, ,(K)
défini par les relations :

1
“"-":{n

Les étudiants doivent connaitre U'interprétation
d'un systéme de n équations lindaires & p
inconnues, 4 Uaide des veetenrs de K", des
formes linéaires sur KP, et d'une application
lindaire de K* dans K™ [ainsi que la traduction
matricielle eorrespondante).

sii=jgr
dans tous les antres cas,

Le théoreéme de Rouché-Fontend et les matrices
hordantes sont hors programme.






ANNEXE F

PROGRAMME D’ALGEBRE LINEAIRE DE PCSI

ALGEBRE ET GEOMETRIE

Le programme d'algibre ot gdométrie est organizé autour des concepts fondamentanx d'‘espace vectoriel et
dapplication lindaire, et de lours interventions en algébre, en analyse ef en géomdétrie, La maitrize de algéhre
linéaire dlémentaive en dimension finie constitue un objeetil essentiel,

Le endre d'étnde est bien délimité @ brive mise en place des concepts o 'espace veetoriel, d application lindaire,
de sons-espaces vectoriels supplémentaives, d'algébre et de produit sealaire, sous leur forme générale, en vue
notarmument des interventions en analyse : en dimension finie,

étude des coneepts de base, de dimension et de

rang, mise en place di caleul matriciel, doude des espaces vectoriels euclidiens : interventions de algéhre linéaire
en giomnétrie affine e en géométrie euclidienne. La maitrise de Particalation entre le point de vae géomdtrique
(vecteurs et points) et e point de voe matriciel constitue wn objectil majour.

Pour les groupes, les anneaux et les corps, le programime se limite a quelgues définitions de base ef aux exemples
usuels ; tonte étude géndrale de ces stroctures est flors programine,

Le point de vue algorithmique est 4 prendre en compte pour Vensemble de ce programme.

Figure F.1.
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1. ALGEBRE LINEAIRE ET GEOMETRIE AFFINE

L'objectif est double :

- acquérir les notions de base sur les espaces vectoriels de dimension finie (indépendance lindaire, bases,
dimension, sous-espaces vectoriels supplémentaires et projecteurs, rang). le ecalenl matriciel et la géométrie
afline du plan et de Vespace (sous-ecspaces aflines, barveentres) ;

- maitriser les relations entre le point de vie géomdétrique (vecteurs et applications lindaires, points et applications

affines) et le point de vue matriciel,

Il convient d'étudier conjointement Palgébre lindaire et la géométrie afline du plan et de Vespace et, dans les
deux cas, d'illustrer les notions et les résultats par de nombreuses figures,

En algébre linéaire, le programme se limite au cas o le corps de base est K, ol K désigne R ou C.

1- Espaces vectoriels

a) Espaces vectoriels
Définition d'un espace vectoriel sur K, d'un sons-espace
vectoriel.
Intersection de sous-espaces vectoriels, Sous-espace en-
gendré par une partie.

Somme de deux sous-espaces veetoriels. Sous-espaces supplé-
mentaires,

Espace vectoriel produit £ = F,

Espace vectoriel F{X, F) des applications d'un ensemble X
dans un espace vectoriel F.

b) Translations, sous-espaces aflines

Translations d'un espace vectoriel E.

Définition d'un sous-espace affine : partie de £ de la forme
a+ F, ol F est un sous-espace vectoriel de E. Direction
d'un sous-espace affine.

Sous-espaces affines paralléles : W est paralléle & W7 si la
divection de W est incluse dans celle de W,

Intersection de denx sous-espaces aflines, direction de cette
intersection lovsqu’elle n'est pas vide,

¢) Applications linéaires
Définition d'une application lindaire, d'une forme linéaire,
d'un endomorphisme.
Espace vectoriel C(E, F) des applications lindaires de £
dans F,

Composée de deux applications lindaires, réciproque d'une
application linéaire bijective. Définition d'un isomorphisme,
d'un automorphisme. Définition du groupe linéaire GL{E)

Equations linéaires; noyau et image d'une application
lincaire,

Description  de  'ensemble  des  solutions  de

ula) = b.
Caractérisation des projecteurs par la relation ¥ =p.

fisation des symétries par la relation =1k

Caract

Figure F.2.

Exemples : espace K", espaces vectoriels de
suites ou de fonetions.

La notion générale de somme directe est hors
progranune.

On centrera cette étude sur les cas du plan
et de Uespace, déja abordés dans les classes
antérieures et en début d’annde. I convient
de signaler que le choix d'une origine du
plan ou de l'espace permet d'identifier points
et vecteurs. On évitera cependant de faire
svstématiquement cette identification.

Homothéties. Projectenrs associés i deux sous-
espaces supplémentaires. Symétries, affinités.
Exemples d’applications linéaires en analyse,
en géométric.

L'étude générale du groupe linéaire est hors
Programm.e.

Structure de Pensemble des solutions d’une
dquation différentielle lindaire.

Suites définies par une relation de récurrence
tnt2 = Glng1 + B,
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2- Dimension des espaces vectoriels

a) Familles de vecteurs

Définition des combinaisons linéaires de p vectewrs
F1.29,. .. 2, d'un espace vectoriel ; image par une appli-
cation linéaire d'une combinaison linéairve.

Sous-espace engendré par une famille finie de vecteurs.
Définition d'une famille génératrice.

Indépendance lindaire : définition d'une famille libre, lide,
Définition d’'nne base ; coordonnées {on composantes) d’un
vectenr dans une base. Base canonigue de K™,

Etant donnés un espace vectoriel £ muni d'une base
(e1,...,ep) et une famille (fi, ..., f,) de vecteurs d'un es-
pace vectoriel F. il existe une application linéaire » et une
seule de & dans F telle que u(e;) = f;.

b) Dimension d'un espace vectoriel
Définition d'un espace vectoriel de dimension finie [es-
pace vectoriel admettant une famille génératrice finie).
Théoreme de la base incomplite, existence de bases.

Toutes les bases d'un espace vectoriel E de dimension finie
sont

finies et ont le méme nombre d’éléments. appelé dimension
de E. On convient gue 'espace veetoriel réduit & {0} est de
dimension nulle.

Tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K" ;
deux espaces vectoriels de dimension finie E et F' sont
isomorphes si et sealement si dim E = dim F.

Base de Ex F associée i des bases de F et de F ; dimension
de F x F.

Etant donnés un espace vectoriel E muni d'une base
B = (e;) et un espace vectoriel F' muni d'une base €' = (f;).
une application linéairve u de E dans F et un vecteur & de E,
expression des coordonnées de y = u(x) dans C' en fonetion
des coordonnées de x dans B,

¢) Dimension d’un sous-espace vectoriel
Tout sous-espace vectoriel E d'un espace veetoriel de di-
mension finie £ est de dimension finie et dim £’ < dim E,
avec égalité si et seulement si £’ = E. Rang d'une famille
de veeleurs.
Existence de sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un

sous-espace vectoriel donné ; dimension d'un supplémentaire.

d) Rang d'une application linéaire
Etant donnée une application linéaire u de F dans F, u
définit un isomorphisme de tout supplémentaire de Keru
sur [mu; en particulier,

dim E = dim Ker v + dim I w.

Rang d'une application linéaire, caractérisation des isomor-
phismes.
Caractérisation des édéments inversible de £{E).

Figure F.3.

Le cas des familles indexées par un ensemble
infini est hors programme,

La dounée d'une famille de p veeteurs
(1, @0, ... x,) dun K-espace vectoriel £ deé-
termine wne application linéaire de K7 dans
E ; noyau et image de cette application ; ca-
ractérisation des bases de E, des familles ge-
nératrices, des familles libres.

Etant donnée une famille § de vecteurs d'un
espace vectoriel de dimension n :

- 51 8 est libre, alors p € n, avec égalité si et
senlement si S est une base ;

- 8i 5 est géndratrice, alors p = n, avee égalité
si et seulement si S est une base.

P
Etant donnée une forme lindaire & sur E, ex-
pression de @(r) en fonetion des coordonndes

de r dans B,

Les étudiants doivent connaitre la relation

dim(E 4+ F) = dim E 4 dim F — dim (E N F).

Cas d'une forme linéaire : caractérisation et

éguations d’un hyperplan.

Invariance du rang par composition avee un
isomorphisme.
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3- § Caleul matriciel

a) Opdérations sur les matrices
Espace vectoriel M, ,(K) des matrices & n lignes et p
colonnes sur K. Base canonique (E; ;) de M, ,(K) ; dimen-
sion de M, o (K). Isomorphisme canonigque de C(KP, K™)
sur M, . (K). Définition du produit matriciel, bilinéarité.

Ensemble M, (K) des matrices carrdes i n lignes, opérations.
Isomorphisme canonigue de S(K™) sur A, (K]). Matrices
carrées inversibles ; définition du groupe linéaire GL,, (K).

Tral

algébrigques sur les matrices.

posée dune matrice. Compatibilité avee les opérations

Matrices carrées symétriques, antisymétriques.

b) Matrices et applications linéaires
Matrice Mg o{u) associée i une application linéaire v d'un
espace vectoriel E muni d'une base 3 dans un espace
vectoriel & omuni dane base C. Lapplication w +— Mg ~(u)
est un isomorphisme de C(E, F) sur M, (K] : dimension

de C(E, F).

Matrice Mg () associde & un endomorphisme u d'un espace
vectoriel E muni d'une base B. L'application w — Mpg(u)
est un Romorphisme,

Matrice dans une base d une famille finie de vecteurs, d'une
famille finie de formes linéaires,

Matrice de passage d'une base B & une base B' d'un
espace vectoriel F; effet d'un changement de base(s) sur
les coordonndées d'un vecteur, sur expression d'une forme
linéaire, sur la matrice d'une application linéaire, sur la
matrice d'un endomorphisme.

Identification des matrices colonnes et des
vecteurs de K", des matrices lignes et des
formes linéaires sur K¥,

Ecriture matricielle ¥ = M X de Ueffet d'une
application linéaire sur un vectenr.

Matrices diagonales, matrices triangulaives
supérieures {oun inférieures).

Les matrices symétrigues ot les matrices anti-
symétriques constituent des sous-espaces sup-
plémentaires,

La j-eme colonne de Mg o(u) est constitude
des coordonnées dans la base O de limage par
w du j-eme vecteur de la base 3,

La matrice de passage de la base B & la base
B est, par définition, la matrice de la famille
B' dans la base B : sa j-tme colonne est
constituée des coordonnées dans la base 53 du
J-tme vectenr de la base ', Cette matrice est
anssi Mg g(1g).

Les notions de matrices équivalentes, de matrices carrées semblables, sont hors programme.

c¢) Opérations élémentaires sur les matrices

Opérations (ou manipulations) élémentaires sur les lignes
(on les r.‘()lnunm} d'une matrice.

Interprétation des opérations élémentaires en termes de
produits matriciels.

Application & l'inversion d’une matrice carrée par algori-
thme du pivot de Gauss,

d) Rang d'une matrice
Définition du rang d'une matrice (rang de Papplication

lindaire canoniquement associde, ou encore rang des vecteurs
colonnes).

Une matrice de M, (K] est de rang r si et seulement =i elle
est de la forme U0V on U7 et Vosont des matrices carrdées
inversibles. Invariance du rang par transposition.

Emploi des opérations élémentaires pour le calenl du rang
d’'une matrice,

Figure F 4.

Les opérations élémentairves sur les lignes sont
les snivantes :
- addition d'un multiple d'une ligne 4 une
antre (codage : L; — L; + al;):

- multiplication d une ligne par un scalaire non
mul (codage : L; — al;);

- échange de deux lignes (codage @ L; — L;).

Cet algorithme permet en outre d'étudier
Pinversibilité de la matrice.

Pour toute application linéaire » de £ dans F,
le rang de n est égal an rang de Mg o (u), ol
I est une base de £ et © une base de .

La matrice J,- est I'élément (e ;) de My, p(K)
défini par les relations ;

_J1 sii=jgvr
"“J_{u ;

dans tous les antres cas.
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e) Systémes d’éguations linéaires
Définition, systime homogine associé ; interprétations. De-
seription de ensemnble des solutions,

Rang d'un systéme linéaire. Dimension de Vespace vectoriel
des zolutions d'un systiane lindaire homogine.

Existence ot unicit¢ de la solution losgque ¢ = n = p
(zvstémes de Cramer). Résolution des systémes de Cramer
triangulaires. Algorithme du pivot de Gauss pour la réso-
Iution des systémes de Cramer,

f) Déterminants d’ordres 2 et 3
Déterminant de denx vecteurs dans une base dun espace
vectoriel de dimension 2, de trois vecteurs dans une base
d'un espace vectoriel de dimension 3. Caractérisation des
bases,
Application A Pexpression de la solution d'un systéme de
Cra!l!ur i :1{!:1:: on tnli‘.‘i il!lﬂll]'l.'l-ll'.".‘i.

Déterminant d'un endomorphisme, da composé de denx
endomorplismes : caractérisation des automorphismes.

Déterminant d’une matrice carrée. Déterminant du produit

de deux matrices,

Figure F.5.

Audiants doivent connaitre Uinterprét
d'un svstéme de o dguations lindaires & p
inconnues, i laide des vecteurs de K", des
formes lindaires sur K, et d'une application
linéaire de KP dans K" (ainsi que la traduc-
tion matricielle correspondante),

Le théoréme de Rouché-Fontend et les matri-
ces Bordantes sont hors programume.

On fera le lien avee la notion de déterminant
{dans une base orthonormdée directe) vue en
débue dannde,

On traitera le cas de la dimension 2; Ia
démonstration en dimension 3 sera faite en
seconde année, Les principaux objectifs sont
Iétude de indépendance lindaire ot de petits
systéanes de Cramer, en liaison avee les appli-
cations glomdrigues.

Lorsque K = R, application & 'orientation
du plan. de 'espace : la donnée d'une base
détermine une orientation. Bases directes du
plan ou de espace orienté,






ANNEXE G

FEUILLE DE PROBLEMES DE L’EXPERIMENTATION

Exercice G.1. (COMMUN A TOUS LES GROUPES) Soient les sous-espaces vectoriels de R[X]
suivants:

En=R,[X], Fn=vect(l, X2, X3, ..., X™).
On désigne par ¢ l'application P+ (X2 — X)P"+ (X +1)P' - P.

1. Montrer que ¢ € L(R,[X]). Ecrire la matrice de ¢ dans la base (1, X, X2, ..., X").
Déterminer Ker ¢ et Im ¢.

2. Montrer que 1 = ¢| 7, la restriction de ¢ & F,, est un automorphisme de F,,. Préciser
la matrice de ¢ ~! dans la base (1, X2,..., X™).

3. Résoudre les équations (P)= X* P € F, puis ¢(P)=XF* Pe&y.

Exercice G.2. (Groupe 5) Soit n € N,n >3 et E l'espace vectoriel R,,[X]. On considére les
applications linéaires

: E — R? ¢: E — R2
P — (P(O),P(%),P(l)) et P — <P(0)P<

1. Montrer que 6 € L(E,R3). On admet que p € L(E,R?).

N —
v
)
—
—

\

i)
7N
N —
N———
N———

2. Déterminer les images par 6 des polynoémes
P=2X-1)(X-1), Pb=—4X(X-1) e P=X(2X-1).
En déduire que 6 est surjective.
3. Montrer que ¢ est surjective.

4. On considére les sous-ensembles de E suivants
F={PeFE|degP<2 et P(0)=0} G= {P€E|P(O) P(—) P(l)}.

Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Exercice G.3. (Groupe 5)

Soit n un élément de N* et E un C-espace vectoriel de dimension 7.

Pour tout endomorphisme f de F, on note f°=1Id 'application identité de E, et pour tout
entier naturel k, f*T1= f¥o f.

Soit p un élément de N*. On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre p s’il
existe un élément xy de E vérifiant les trois conditions suivantes :

o fP(x0)=mo,

e la famille (zg, f(%0), ..., fP~1(x0)) est génératrice de E,

e la famille (o, f(x0), ..., f?~*(z0)) est constituée d’éléments deux a deux distincts. La
famille (zo, f(z0), ..., f?~*(20)) est alors appelée un cycle de f.

27
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FEUILLE DE PROBLEMES DE L’EXPERIMENTATION

Soit f un endomorphisme de E cyclique d’ordre p et soit (xq, f(xo), ..., fP~1(z0)) un cycle de f.

1.
2.
3.

Montrer que p >n.
Déterminer ’endomorphisme fP. En déduire que f est inversible.

On note m le plus grand des entiers k tel que la famille (xo, f(z¢),..., f*~(z0)) soit libre.
Montrer que f™(zo) est combinaison linéaire des m vecteurs xq, f(zo), ..., f™ (o), et
qu’il en est de méme pour f¥(z) pour tout k >m.

En déduire que m =n et que la famille B = (zq, f(x¢), ..., f* }(z0)) est une base de E.

(Non exigé) Déterminer la forme de la matrice associée a f relativement a la base B
précédente.

(Non exigé)

a. Soit A une valeur propre de f. Montrer que le sous-espace propre associé est de
dimension 1.

b. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.



ANNEXE H
COMPLEMENTS DE SEMIOTIQUE

Dans le diagramme suivant, toutes les fléches sont des relations de présupposition
logique entre les catégories. Ainsi, 3 — 2 se lit : tertian présuppose secondan.
Comme nous ’avons écrit, la relation de présupposition est transitive: on a 3 — 1
car 3— 2 et 2— 1. Comme le précise Marty'!, « ¢’est par souci de simplification
que dans le treillis tel qu'il est habituellement présenté que les trois fleches (mor-
phismes) qui définissent les relations entre clases de signes sont représentées par une
fléche unique ».

Le vrai treillis des classes de signes triadiques

Argument

Symbole

Légisigne 3 2
indexical
dicent

1

2_Si signe 2 i 9 Légisigne
idexical indexical
dicent

‘ \ .-,: | L _ hématique

; 3 _ 1 Légisigne 1
: iconitiue
1

o 3insignes,
< oo

Qualisigne 1

Figure H.1.

H.1. http://perso.numericable.fr /robert.marty /semiotique/vrai-treillis.htm
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X Argument 3.3.3

1

XI Symbole dicent 3.3.2

VII Légisigne Indexical VIII Symbole rhématique
dicent 3.2.2 33.1

IV Sinsigne Indexical VI Légisigne indexical

dicent 2.2.2 rhématique 3.2.1

III Sinsigne Indexical V Légisigne iconique
rhématique 2.2.1 311

N

II Sinsigne Iconique 2.1.1

A 4
I Qualisigne 1.1.1

Figure H.2.

Sur ce diagramme, la priméité est représentée en rouge, la secondéité en vert et
la tiercéité en bleu. Le premier chiffre représente la trichotomie du representamen, le
second celle de 'objet et la troisieme celle de I'interprétant. La diagramme suivant
reprend les définitions de Marty pour chacune des classes du treillis.
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Argument « Un argument est défini par la donnée d'un ensemble de symboles dicents appelé prémisses
et d'une loi qui prescrit la coexistence de cet ensemble avec un ou plusieurs symboles dicents (appelés

conclusions). Ces derniers sont relatifs a des classes d'existants et de faits explicitement ou implicitement

représentés dans les prémisses. »

Symbole dicent « Un symbole dicent est défini par la donnée d'un objet
d'expérience et de lois qui prescrivent les qualités de cet objet qui sont
conventionnellement associés a des concepts généraux dont l'un est une classe
de faits et les autres les classes d'existants concernés par ces faits. »

&

—

Légisigne indexical dicent «est défini par la
donnée d'un objet d'expérience et d'une loi qui prescrit
par quelle connexion réelle cet objet dirigera ['attention
sur un auftre objet et par quelles qualités il apportera des
informations sur cet objet. Cet objet d'expérience est un
sinsigne indexical dicent d'un genre particulier appelé
réplique du Légisigne indexical dicent. »

Sinsigne Indexical dicent «... est un objet
d'expérience directe qui dirige l'attention sur un autre
objet auquel il est réellement connecté au moyen de
qualités communes et apporte de ce fait des
informations sur les qualités que posséde cet objet. »

Symbole rhématique « est défini par
la donné d'un objet d'expérience et d'une
loi qui prescrit les qualités de cet objet qui
sont conventionnellement associées 4 un
concept général, c'est a dire 4 une classe
d'existants ou de faits. »

-

Légisigne indexical rhématique «
est défini par la donnée d'un objet
d'expérience et dune loi qui prescrit par
guelle connexion réelle cet objet dirigera
l'attention sur un autre objet. Cet objet
d'expérience est un sinsigne indexical
thématique d'un genre particulier appelé
réplique du légisigne indexical rhématique. »

—

—

Sinsigne indexical rhématique «est un
objet d'expérience directe qui dirige l'attention
sur un autre objet avec lequel il est en
connexion réelle. »

Légisigne iconique «... est un objet
d'expérience directe qui dirige l'attention sur un
autre objet auquel il est réellement connecté au
moyen de qualités communes et apporte de ce
fait des informations sur les qualités que posséde
cet objet. »

~

—

ensemble de qualités). »

Sinsigne iconique « C'est un objet d'expérience qui posséde
une qualité (ou un ensemble de qualités) dont la présence a
I'esprit d'un autre objet qui posséde aussi cette qualité (ou cet

v

de sentiment ».

Qualisigne « c'est une qualité

Figure H.3.







ANNEXE 1

ELEMENTS D’ANALYSE A PRIORI DANS LE CADRE
DE LA TSD (D’APRES P. GIBEL)

I.1. CADRE DE L’ETUDE

e Programmation des unités d’apprentissage sur la période correspondante

e Positionnement de la séquence dans la progression inhérente a la construction
ou au renforcement de la notion étudiée

I.2. ANALYSE A PRIORI DE LA SITUATION D’APPRENTIS-
SAGE PRISE COMME OBJET D’ETUDE

I.2.1. Sur le plan mathématique

e Nature de la réponse attendue (procédure, méthode, technique, algo-
rithme ...)

e Procédures attendues présentées de fagon détaillée et construites a partir du
répertoire didactique de la classe

I.2.2. Sur le plan didactique

I.2.2.1. Type de situation
e Situation probléme :
o situation de recherche
o situation d’élaboration d’outil
o situation de réinvestissement avec changement de cadre
e Situation de réinvestissement

e Situation d’évaluation
1.2.2.2. Variables didactiques
I.2.2.3. Procédures de résolution envisagées (présentation détaillée)

I.2.2.4. Scénario envisagé
e déroulement succinct

e modalités pédagogiques
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I.2.2.5. Difficultés envisagées, prévisibles
e lecture (compréhension, langage, interprétation, finalité)
e représentation des données (chgt de cadre, de registre)
e gestion et traitement des données
e mise en ceuvre des techniques, des algorithmes, des propriétés ou des théo-
rémes
I.2.2.6. Aides envisagées
e processus de différenciation envisagée
e modalités de travail

e choix de valeurs particuliéres pour les variables didactiques de la situation

1.2.2.7. Validation

Ici, on s’appuie sur les moyens de validation dont disposent les étudiants
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