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1) Introduction 
 
Le but de cet exposŽ est dÕexaminer quelles questions, et Žventuellement quelles conjectures, 
diverses modŽlisations logiques peuvent amener dans le domaine de la didactique. Il ne sÕagit 
donc pas de prŽsenter une thŽorie gŽnŽrale originale de la dŽmonstration, ni de la rŽduire ˆ sa 
structure logique : dÕautres points de vue, dÕautres modŽlisations sont possibles. 
 
Il  sÕagit dÕun exposŽ ŽlŽmentaire en ce sens que je souhaiterais quÕil soit utile aussi bien en 
formation des ma”tres de mathŽmatiques quÕen recherche didactique, fournissant un cadre 
thŽorique de base, cadre de base, cÕest-ˆ -dire pouvant ou devant • tre complŽtŽ par des thŽories 
plus ŽlaborŽes auxquelles je ne me rŽfŽrerai pas.  
 
LÕexposŽ part de lÕexpŽrience de la pratique mathŽmatique dans la tradition occidentale. 
Depuis Euclide, celle-ci cherche ˆ Žtablir une vŽritŽ mathŽmatique par une mŽthode de 
validation, la dŽmonstration, reconnue par tous, et cette recherche reste un trait commun avec 
les mathŽmaticiens contemporains (Arsac,1992), m•me si au cours de lÕhistoire, les nŽcessitŽs 
de la rŽsolution de probl•mes ont amenŽ ̂  laisser de c™tŽ au cours dÕŽpisodes historiques 
importants, comme par exemple lÕinvention du calcul infinitŽsimal, la rigueur du 
raisonnement (Hemily, 2006). Cette unanimitŽ sur la validitŽ des mathŽmatiques ne suppose 
aucune philosophie partagŽe, aucune ŽpistŽmologie commune : le silence dÕEuclide sur cette 
question est impressionnant. En ce qui concerne les mathŽmaticiens contemporains, si Alain 
Connes par exemple proclame son platonisme (Changeux Connes, 1989), il nÕest pas 
nŽcessaire de partager cette philosophie pour approuver ses rŽsultats. 
 
2) Problématique. 
 
2.1) Les mathématiques de référence. 
 
Compte tenu du but didactique, la rŽfŽrence ˆ la pratique mathŽmatique se prŽcise de la fa•on 
suivante : 

- jÕentends par Ç dŽmonstration È ce que lÕon baptise de ce nom dans les cours, manuels 
et ceci ̂  tous les niveaux : il sÕagit de sÕintŽresser aussi bien ̂  la dŽmonstration en 
quatri•me, et pas seulement en gŽomŽtrie, quÕ ̂celles que lÕon Žtudie ˆ lÕuniversitŽ.  

- En revanche, et compte tenu que le but de cet exposŽ est didactique et non 
ŽpistŽmologique, vous nÕentendrez pas parler ici du thŽor•me de Gšdel ou de 
lÕintervention de lÕinformatique dans la dŽmonstration du thŽor•me des quatre 
couleurs. Les rŽfŽrences resteront tout ̂  fait classiques. 

 
Une question, tout ̂  fait centrale du point de vue didactique, est lÕune des motivations de cette 
Žtude: tenant pour acquit, de mani•re un peu brutale, que jusquÕ ̂prŽsent les tentatives 
dÕutiliser un enseignement de la logique pour amŽliorer les performances des Žtudiants en 
mati•re de raisonnement mathŽmatique conduisent ˆ lÕŽchec, nous nous posons la question : 
peut-on expliquer prŽcisŽment cet Žchec ? LÕadverbe Ç prŽcisŽment È signifie quÕil semble 
assez Žvident que lÕŽchec est dž ̂  la trop grande imbrication entre la logique et les 
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mathŽmatiques, mais que nous souhaitons mettre en Žvidence de fa•on tr•s prŽcise cette 
imbrication. Faut-il dÕailleurs conclure de cet Žchec que la logique est inutile, ou les choses 
sont-elles plus subtiles ? On peut aussi interroger le fait que beaucoup de recherches portent 
principalement sur la dŽmonstration en gŽomŽtrie et que beaucoup dÕenseignants et dÕŽl•ves 
pensent quÕil nÕy a de dŽmonstration quÕen gŽomŽtrie. 
 
RŽcemment un article de Thurston (1994) a traitŽ en partie de la question qui nous intŽresse 
de mani•re assez radicale. Il dŽclare que Ç Nous disposons de plusieurs fa•ons innŽes de 
raisonner et dÕassembler les choses qui sont liŽes ˆ la fa•on dont on fait des dŽductions 
logiques : cause et effet (reliŽs ˆ lÕimplication logique), contradiction ou nŽgation, etc. È puis : 
Ç En fait, on rencontre souvent dÕexcellents mathŽmaticiens qui ne connaissent m•me pas 
lÕusage standard et formel des quantificateurs (Òquel que soitÒ et  Òil existeÒ), bien que tous 
les mathŽmaticiens effectuent certainement les raisonnements que ces Žcritures formelles 
codent. È Au XVII• me si•cle dŽjˆ , Pascal dŽclare ˆ propos de la gŽomŽtrie Ç Ée lle seule sait 
les vŽritables r•gles du raisonnement, et sans sÕarr• ter aux r•gles du syllogisme qui sont 
tellement naturelles quÕon ne peut les ignorerÉ  È (Pascal, 1985). De m•me, la vŽrification 
dÕune dŽmonstration (que lÕon pense aux tentatives successives de dŽmonstration du thŽor•me 
de Fermat) ne se fait pas ˆ lÕaide dÕune modŽlisation dans une thŽorie logique. 
 
Apparemment donc, les r•gles de la logique seraient innŽes. Elles sont dÕailleurs utilisŽes 
dans les dialogues de Platon, et le raisonnement par lÕabsurde appara”t m•me antŽrieurement ˆ 
lÕŽpoque de Platon, chez ParmŽnide. Quant ˆ Euclide, Gardies, (1997) apr•s avoir ŽtudiŽ le 
raisonnement dans les ElŽments Žcrit : : Ç Ainsi la chronologie rend-elle plus vraisemblable 
une influence des mathŽmatiques contenues dans les ElŽments sur les dŽcouvertes logiques 
[É] que  lÕinfluence inverse [É] il est Žvident que les gŽom•tres grecs ont pu pratiquer par 
exemple le calcul propositionnel, comme M. Jourdain pratiquait la prose, bien avant que 
quiconque ait su en formaliser la moindre infŽrence È. Mais il souligne par ailleurs que 
certaines opŽrations comme la contraposition, sont ignorŽes des mathŽmaticiens grecs. De 
m•me, en ce qui concerne les quantifi cateurs, lÕŽtude des textes des premiers mathŽmaticiens 
qui se sont affrontŽs au phŽnom•ne de la convergence uniforme montre que ce maniement 
nÕest pas encore ma”trisŽ ; il serait dÕailleurs Žtonnant que la nŽgation dÕune proposition 
quantifiŽe un peu complexe, nŽcessaire en cas de raisonnement par lÕabsurde, rel•ve 
enti• rement dÕune connaissance simplement sous-jacente au langage (pour des exemples de 
cette diffi cultŽ, cf Seidel, 1847 ou Stokes, 1847). Ce petit panorama historique conduit donc ˆ 
estimer quÕen mati•re de raisonnement, tout nÕest pas naturel, il y a quelque chose ˆ 
apprendre, ce qui ne surprendra pas les enseignants, mais apparemment cet apprentissage ne 
passe pas par une Žtude de la logique autonome par rapport aux mathŽmatiques, puisque 
dÕailleurs, les mathŽmaticiens ont en gŽnŽral employŽ les r•gles logiques avant quÕelles soient 
formalisŽes. 
 
Notre Žtude mettra Žgalement en Žvidence le r™le primordial jouŽ dans le raisonnement 
mathŽmatique par Ç lÕoutillage È du mathŽmaticien, composŽ non seulement de concepts, 
mais de notations, de routines de nature diverse, ceci ˆ lÕencontre dÕun mentalisme ̂  la 
Brouwer qui ferait de lÕŽcrit la simple traduction dÕune pensŽe enti• rement autonome. Le 
prŽsent article partage lˆ -dessus la position de Bosch et Chevallard (1999) et aussi lÕidŽe que 
cÕest souvent en scrutant la mathŽmatique elle-m•me, y compris son histoire, quÕon comprend 
le mieux les diff icultŽs dÕapprentissage. 
 
3) Modélisation par le calcul des énoncés. 
 



8/12/09 3 colloquium 

Dans ce paragraphe, je regroupe un grand nombre de modŽlisations ou analyses, didactiques 
ou non, qui voient la dŽmonstration comme un encha”nement de syllogismes, ou, si lÕon 
prŽf• re, comme lÕapplication des r•gles du modus ponens ˆ des ŽnoncŽs, cÕest-ˆ -dire ̂  des 
phrases susceptibles dÕ•tre dŽclarŽes vraies ou fausses. Le r™le central dans le raisonnement 
est alors attribuŽ ̂  lÕimplication. Comme il sÕagit en gŽnŽral de travaux bien connus, je 
nÕinsisterai pas sur les dŽtails, par exemple sur la nŽcessitŽ dÕenvisager le cas du raisonnement 
par lÕabsurde. Dans cette catŽgorie je regroupe donc aussi bien les analyses ŽpistŽmologiques 
de Lakatos (1976) que les travaux de Duval (1991) qui portent sur la dimension cognitive du 
raisonnement, mais uniquement dans le cas du raisonnement dŽductif. Ces auteurs ne font pas 
de rŽfŽrence explicite au calcul des ŽnoncŽs, mais cÕest bien ce point de vue logique qui est en 
arri• re plan de leurs travaux, cÕest-ˆ -dire que leur caractŽristique commune essentielle est de 
sÕintŽresser ˆ lÕencha”nement syntaxique des ŽnoncŽs en fonction de leur Ç statut opŽratoire È 
(Duval, loc cit) mais sans sÕintŽresser ˆ leur structure interne. La notion de variable rŽfŽrant ̂  
un objet mathŽmatique est absente. 
 
En Žcartant ainsi de lÕexposŽ le point de vue qui est le plus classique, je nÕoublie pas quÕil 
apporte dŽjˆ  beaucoup ̂  lÕŽtude de la dŽmonstration. Pour le montrer et mettre dŽjˆ  en 
Žvidence un certain nombre de questions, il suffi ra de traiter lÕexemple dÕune  dŽmonstration 
classique et tr•s courte, celle du thŽor•me sur la somme des angles dÕun triangle 
traditionnellement attribuŽe ̂  Pythagore. 

 

Ç Etant donnŽ un triangle ABC, tra•ons la parall• le DE ˆ BC passant par A. Les angles 
alternes internes sont Žgaux : dÕune part celui sous DAB et celui sous ABC ; dÕautre part, 
celui sous EAC et celui sous ACB. Ajoutons celui sous BAC aux deux autres. Les angles 
DAB, BAC, CAE,  cÕest-ˆ -dire DAB, BAE, autrement dit deux droits, sont donc Žgaux aux 
trois angles du triangle. Donc les trois angles du triangle sont Žgaux ˆ deux droits È. 

 

 

 

 

 

 

Examinons dans quelle mesure cette dŽmonstration peut •tre rŽŽcrite comme un encha”nement 
de dŽductions justifiŽes. Une remarque prŽliminaire sÕimpose : une suite de dŽductions 
valides schŽmatisŽe par Ç Si H, alors H1 È, Ç si H1, alors H2 È, É Ç si Hk, alors K È aura 
comme rŽsultat final Ç Si H, alors K È. On reconna”t dans H Ç lÕhypoth•se È et dans K la 
Ç conclusion È de la dŽmonstration. Viviane Durand-Guerrier (2005) fait remarquer quÕil est 
pourtant tr•s rare en milieu scolaire que le rŽsultat final soit ŽnoncŽ sous forme dÕune 
implication : on dŽmontre, mais on nÕexplicite pas compl• tement ce quÕon a dŽmontrŽ. 
Souvent, seule la conclusion K est mise en valeur. Ceci pose une premi•re question 
didactique. 
 
Dans la dŽmonstration de Pythagore, on part dÕune donnŽe, celle dÕun triangle, qui 
remplace manifestement lÕhypoth•se ; celle-ci implicite, consiste dans les propriŽtŽs qui 

A 

B C 

D E 
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dŽfinissent un triangle : les trois points A, B, C ne sont pas alignŽs. La fronti• re entre donnŽe 
et hypoth•se peut •tre dŽplacŽe ; ici on pourrait partir de : 

DonnŽe : trois points.   Hypoth•se: ils ne sont pas alignŽs. 

On met ainsi en Žvidence quÕune dŽmonstration part de la donnŽe dÕobjets 
mathŽmatiques dÕune part, et de propriŽtŽs supposŽes vraies de ces objets dÕautre part, 
qui constituent les hypoth•ses. Dans lÕexemple que nous Žtudions, les hypoth•ses ne 
sont pas absentes mais implicites. 

On peut remarquer ensuite, et cÕest particuli•rement Žvident sous la forme que nous 
avons donnŽe ˆ  lÕhypoth•se, que celle-ci nÕest pas utilisŽe dans la dŽmonstration, 
contrairement ˆ  ce quÕexplique traditionnellement lÕenseignant ˆ  ses Žl•ves. Il est 
facile de voir que cela provient du fait que lÕexistence de la parall• le en A ˆ  (BC) nÕest 
pas justifiŽe. Voici alors un schŽma dÕencha”nement logique tentant de suivre au plus 
pr•s la dŽmonstration : 

1 Comme A, B, C ne sont pas alignŽs, il existe une parall• le (DE) en A ˆ  (BC). 

2 Les angles 

! 

ˆ B  et 

!  

B ˆ A D dÕune part, 

! 

ˆ C  et 

!  

C ˆ A E dÕautre part, sont alternes internes par 
rapport aux deux droites parall• les (BC) et (DE) et aux sŽcantes (AB) et (AC). 

3) Ces angles sont Žgaux (propriŽtŽs des angles alternes-internes). 

4) On a donc  

!  

ˆ B + ˆ A + ˆ C = B ˆ A D + B ˆ A C + C ˆ A E = D ˆ A E  cqfd. 

On remarque que lÕintroduction de la parall• le, que nous venons de justifier, est 
Žvidemment la clŽ de la dŽmonstration car elle permet dÕappliquer les thŽor•mes classiques 
sur les angles alternes-internes. Pour un mathŽmaticien cÕest Ç lÕidŽe È fondamentale de la 
dŽmonstration. DÕune mani•re gŽnŽrale, dans une dŽmonstration, lÕintroduction dÕobjets 
appara”t souvent comme la clŽ qui permet de mener ̂  bout le processus dŽductif. 

Ce r™le fondamental des introductions dÕobjets permet de comprendre que pour un 
mathŽmaticien, la dŽmonstration ne se rŽduit certainement pas ˆ une dŽduction, et justifie des 
recherches qui portent sur le lien entre dŽcouverte et dŽmonstration (Ç unitŽ cognitive È, cf 
Garuti et al, 1998 ou Pedemonte 2005). DÕailleurs dans de nombreux cas, on peut constater 
que le lien entre lÕŽnoncŽ ˆ dŽmontrer et les hypoth•ses choisies nÕest pas Žvident : on 
trouvera dans Aigner et Ziegler (1998), au premier chapitre, six preuves de lÕinfinitŽ des 
nombres premiers : ˆ chaque fois les hypoth•ses sont diffŽrentes, et proviennent du choix 
antŽrieur dÕune stratŽgie de dŽmonstration, qui consiste en gŽnŽral ˆ dŽmontrer un ŽnoncŽ 
dont lÕŽnoncŽ initial est consŽquence, par exemple que la somme des inverses des nombres 
premiers constitue une sŽrie divergente. Il y a ici ̂  la fois introduction dÕun objet (la sŽrie) et 
utilisation de la logique qui permet de voir le lien entre lÕŽnoncŽ ̂  dŽmontrer et la stratŽgie 
choisie. Et bien sžr, on peut aussi choisir de raisonner par lÕabsurde. 

LÕanalyse de la dŽmonstration de Pythagore pourrait sembler terminŽe, mais en fait, on 
dŽcouvre, ˆ  la rŽflexion, un Ç lemme cachŽ È suivant lÕexpression de Lakatos (loc cit). 
Pour se rendre compte de lÕexistence dÕun point obscur dans lÕencha”nement logique 
proposŽ ci-dessus, il suffit de remarquer quÕil est fort difficile ˆ  suivre sans utiliser la 
figure, essentiellement parce que les points D et E ne peuvent • tre placŽs au hasard sur 
la parall• le en A ˆ  BC : il faut que les angles ABC et BAD dÕune part, BCA et CAE dÕautre 
part soient des angles alternes internes, ce qui veut dire par dŽfinition que les demi-droites 
[AD) et [BC) sont de part et dÕautre de (AB) et que de m•me, [AE) et [CB) sont de part et 
dÕautre de (AC). Mais pour pouvoir conclure, il faut •tre sžr que [AD) et [AE) qui sont deux 
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demi-droites de m•me origine portŽes par une m•me droite, sont opposŽes et non pas 
confondues. Ceci suppose le lemme suivant : 

Ç Dans tout triangle ABC, la demi-droite dÕorigine A parall• le ̂  (BC) et situŽe de lÕautre c™tŽ 
de (AB) par rapport ̂  C et la demi-droite parall• le ̂  (BC) et situŽe de lÕautre c™tŽ de (AC) par 
rapport ˆ B sont deux demi-droites opposŽes È 

Ce lemme est bien sžr Žvident sur le dessin. Contrairement ̂  lÕexistence de la parall• le en A 
qui peut •tre facilement dŽmontrŽe, il fait appel ˆ des raisonnement dÕun type inconnu 
dÕEuclide, et qui supposent une axiomatique adaptŽe (cf Arsac 1998, p. 75). CÕest pourquoi 
sans doute on nÕen parle jamais. 

4) Un contre-exemple. 
Reprenons maintenant un exemple dŽjˆ  publiŽ dans Durand-Guerrier et Arsac (2003) 
montrant comment lÕanalyse en termes de logique propositionnelle, cÕest-ˆ -dire de fa•on 
ŽlŽmentaire comme ci-dessus, sans tenir compte des variables qui figurent dans les ŽnoncŽs, 
Žchoue ˆ analyser certaines erreurs. Cet exemple consiste en une dŽmonstration erronŽe du 
thŽor•me des accroissements finis gŽnŽralisŽs. Nous rappelons ci-dessous lÕŽnoncŽ de ce 
thŽor•me, ainsi que celui du thŽor•me usuel des accroissements finis. 
 
 
Théorème des accroissements finis : 
Etant donnŽ deux rŽels a et b tels que  a < b et une 
fonction numŽrique f dŽfinie sur lÕintervalle fermŽ [a ; b], 
si f est continue sur lÕintervalle fermŽ [a ; b], et dŽrivable 
sur lÕintervalle ouvert ]a ; b[, alors il existe un rŽel c dans 
lÕintervalle ]a ; b[ tel que f(b) - f(a) = (b-a)fÕ(c). 
 
Théorème des accroissement finis généralisé :  
Etant donnŽ deux rŽels a et b tels que a < b et deux 
fonctions numŽriques f et g dŽfinies et continues sur 
lÕintervalle fermŽ [a ; b], dŽrivables sur lÕintervalle ouvert 
]a ; b[, si la dŽrivŽe gÕ de la fonction g ne sÕannule pas sur 
lÕintervalle ]a ; b[, alors il existe un rŽel c dans lÕintervalle 

]a ; b[, tel que : 
f ' (c)

g' (c)
=
f (b) ! f (a)

g(b) ! g(a)
 

 
 

 
Une dŽmonstration, frŽquemment rencontrŽe chez les Žtudiants en DEUG scientifique 
premi•re annŽe, consiste ˆ dŽduire le deuxi•me thŽor•me du premier, de la fa•on suivante : 
 
La fonction f vŽrifie les conditions dÕapplication du thŽor•me des accroissements finis, donc il 
existe c dans ]a ; b[, tel que fÕ(c)(b-a) = f(b)-f(a). De m•me g vŽrifie les conditions 
dÕapplication du thŽor•me des accroissements finis, donc il existe c dans ]a ; b[, tel que 
gÕ(c)(b-a) = g(b)-g(a). Comme gÕ ne sÕannule pas sur ]a ; b[, gÕ(c) ! 0 et donc  g(b) - g(a) ≠ 
0. On peut donc faire le quotient des deux ŽgalitŽs, on obtient alors lÕŽgalitŽ cherchŽe. 
 
Cette dŽmonstration est fausse ; on peut le montrer sur un exemple en considŽrant deux 
fonctions pour lesquelles on ne peut pas choisir le m•me point c, ce qui nÕest pas si facile 
dÕailleurs puisque, pour exhiber un contre-exemple, on ne peut pas considŽrer deux 
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polyn™mes de degrŽ infŽrieur ou Žgal ̂  2 ;  on peut par exemple prendre les fonctions qui ˆ x 
associent respectivement 

!  

x2 et 

! 

x3 ou encore 

! 

x2 et sinx. Si lÕon analyse cette dŽmonstration, 
on ne trouve pas dÕerreur dans lÕencha”nement logique : les thŽor•mes sont appliquŽs 
correctement ; la non-validitŽ ne dŽpend pas dÕune mauvaise application de la r•gle du Modus 
Ponens. LÕerreur peut •tre analysŽe de deux points de vue. 
- dans le premier point de vue, on consid•re que la dŽmonstration est, comme en gŽomŽtrie 
une dŽmonstration sur un exemple gŽnŽrique, constituŽ ici du couple des deux fonctions f et g 
(dans la dŽmonstration du thŽor•me usuel, on travaille sur une seule fonction f), mais que du 
fait quÕon va utiliser deux fois le m•me ŽnoncŽ, il faut tenir compte dÕune r•gle de 
manipulation des variables : quand on applique un ŽnoncŽ du type Ç quel que soit a, il existe 
bÉ  È, il faut ajouter que b Ç dŽpend È de a. Dans ce premier point de vue on Žtudie 
empiriquement les r•gles de fonctionnement des dŽmonstrations concr• tement mises en Ïuv re 
en mathŽmatiques. 
- dans le deuxi•me point de vue, on interpr• te la dŽmonstration non plus dans le cadre du 
calcul des propositions, mais dans celui du calcul des prŽdicats. Autrement dit, on utilise un 
mod•le thŽorique pour rendre compte de la pratique prŽcŽdente. 
 
De ce point de vue, lÕerreur consiste ˆ utiliser une lettre de Ç variable liŽe È, cÕest-ˆ -dire qui 
est dans le champ dÕun quantificateur, ˆ savoir ici la lettre c, comme sÕil sÕagissait dÕun nom 
dÕobjet (ici un nombre rŽel) et du coup,  ̂ne pas respecter les restrictions correspondantes sur 
les noms dÕobjets : ̂  savoir, quÕune lettre dŽjˆ  utilisŽe pour une instance dÕun ŽnoncŽ 
existentiel ne peut pas •tre utilisŽe pour dŽsigner un autre objet. LÕutilisation de cette r•gle 
permet de rectifier la dŽmonstration prŽcŽdente : on dŽduit une instance pour f avec par 
exemple la lettre r, puis une instance pour g avec par exemple la lettre s. On peut bien alors 
obtenir lÕŽgalitŽ des deux quotients, mais ceci ne prouve pas le rŽsultat cherchŽ. 
  
Une mani•re dÕŽviter lÕerreur, frŽquemment rencontrŽe dans la classe de mathŽmatiques, 
consiste ˆ utiliser une lettre diffŽrente pour la variable liŽe dans chacune des deux instances 
de lÕŽnoncŽ existentiel. Sur le plan logique, ceci nÕa pas de statut thŽorique ; sur le plan 
mathŽmatique non plus dÕailleurs, les r•gles de manipulation des lettres muettes en 
mathŽmatiques Žtant analogues aux r•gles de manipulation de lettres de variables liŽes en 
logique. Il sÕagit dÕune pratique permettant, par lÕutilisation dÕun formalisme intermŽdiaire, 
dÕattirer lÕattention sur le fait que lÕon ne peut pas considŽrer a priori quÕil sÕagit du m•me 
ŽlŽment pour les deux fonctions.  
 
5) Le calcul des prédicats et la démonstration naturelle. 
Le calcul des prŽdicats auquel nous venons de faire appel permet de donner toute sa place ̂  la 
quantification et ̂  la notion de variable. Il permet donc de modŽliser les dŽmonstrations 
mathŽmatiques devant lesquelles Žchouait le calcul des propositions. Malheureusement, il y a 
unanimitŽ pour souligner ˆ la fois la complexitŽ du calcul des prŽdicats et lÕŽloignement des 
dŽmonstrations rŽdigŽes dans ce mod•le des dŽmonstrations mathŽmatiques correspondantes, 
au point quÕon puisse bien imaginer que lÕon poss•de une dŽmonstration mathŽmatique fausse 
dÕun thŽor•me exact sans que la prŽsentation de la dŽmonstration exacte dans le cadre du 
calcul des prŽdicats permette de dŽceler lÕerreur. Ainsi, alors que le calcul des propositions 
Žtait considŽrŽ comme superflu car trop Žvident, celui des prŽdicats se trouve ŽcartŽ car trop 
compliquŽ! 

Un mod•le intermŽdiaire est fourni par les mod•les de Ç dŽduction naturelle È en calcul des 
prŽdicats qui Žtend la Ç dŽduction naturelle È dans le calcul des ŽnoncŽs. Comme il nÕest pas 
question ici de se lancer dans lÕexposŽ dÕune thŽorie logique, nous nous contenterons 
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dÕindiquer les buts poursuivis par la dŽduction naturelle et comment elle peut nous guider 
dans notre recherche. Dans le calcul des ŽnoncŽs, la dŽduction naturelle a pour but dÕobtenir 
les dŽmonstrations les plus Ç naturelles È possibles et la dŽduction naturelle dans le calcul des 
prŽdicats  ajoute ˆ la dŽduction naturelle dans le calcul des ŽnoncŽs, des r•gles de 
manipulation des variables, dites r•gles dÕintroduction et dÕŽlimination des quantificateurs, 
qui sont destinŽes ˆ modŽliser au plus pr•s les pratiques des mathŽmaticiens. Nous pouvons 
donc exploiter la rŽflexion des logiciens sous la forme suivante : ces r•gles concernant les 
quantificateurs sont candidates ˆ la description de la spŽcificitŽ des raisonnements 
mathŽmatiques. A la suite de Viviane Durand-Guerrier (Durand-Guerrier Arsac, 2003) qui a 
ŽtŽ la premi•re ˆ faire appel ˆ la dŽduction naturelle pour Žtudier dans un but didactique la 
dŽmonstration mathŽmatique, nous donnons ci-dessous la formulation de Copi pour ces r•gles 
(Gochet Gribomond, 1990, Hottois, 1989) 

 

1) I.U. Instantiation Universelle 

! 

"xfx

fa
 

a constante individuelle quelconque substituŽe ˆ x 
(notre commentaire : ce qui vaut pour tous vaut pour nÕimporte qui) 
 
2) G.U. GŽnŽralisation Universelle 

! 

fa
"xfx

 

avec a, constante dÕobjet absolument quelconque choisie dans le domaine (de x), cÕest-ˆ -dire 
considŽrŽe uniquement du point de vue de son appartenance ˆ ce domaine  
(notre commentaire : on reconna”t ici la dŽmonstration par ŽlŽment gŽnŽrique) 
 
3) G.E.GŽnŽralisation Existentielle  

fa

! xfx
 

a constante quelconque 
(notre commentaire : exhiber un ŽlŽment qui vŽrifie la propriŽtŽ permet dÕaffi rmer lÕexistence 
dÕau moins un  tel ŽlŽment) 
 
4) I.E. Instantiation existentielle 

! xfx
fw

 

 Attention ˆ lÕinterprŽtation de w : il sÕagit dÕune constante dÕobjet, mais dont on 
retient seulement quÕelle est le nom de lÕun des objets qui, par hypoth•se, doivent, (ou doit sÕil 
nÕy a quÕun objet de ce type) vŽrifier ∃xfx. Le plus souvent, on ne sait rien de plus, cÕest-ˆ -
dire quÕon ignore lÕidentitŽ prŽcise de cet objet. cÕest pour cela quÕil faut veiller ˆ ce que le 
signe introduit (ici w) soit sans occurrences antŽrieures qui prŽcisŽment le dŽtermineraient 
(lÕidentifieraient) de fa•on abusive. Ó 
(notre commentaire : affi rmer lÕexistence dÕau moins un ŽlŽment qui vŽrifie une propriŽtŽ 
donnŽe permet de considŽrer un tel ŽlŽment) 

 
N.B. Parmi les r•gles de restriction, se trouvent naturellement le respect de lÕordre 
dÕintroduction des lettres : si une instantiation existentielle se fait apr•s une instantiation 



8/12/09 8 colloquium 

universelle, la gŽnŽralisation existentielle devra se faire avant la gŽnŽralisation universelle 
correspondante. 
 

6) Etude de la règle GU (généralisation universelle). 
6.1) Quelques remarques générales. 
Cette r•gle, suivant laquelle il suffi t de dŽmontrer une propriŽtŽ pour un ŽlŽment quelconque 
dÕun ensemble pour pouvoir affi rmer quÕelle est vraie pour tout ŽlŽment appara”t comme 
tellement Žvidente et banale quÕil faut bien la modŽlisation par la dŽduction naturelle pour que 
nous la prenions en considŽration ! Du point de vue du vocabulaire, on parlera aussi bien 
dÕŽlŽment Ç quelconque È, Ç arbitraire È, Ç gŽnŽrique È, voire m•me Ç donnŽ È1. On sait que le 
principe du raisonnement par Ç exemple gŽnŽrique È appara”t spontanŽment chez les Žl•ves 
comme lÕa montrŽ Balacheff (1987).  

La preuve par exemple gŽnŽrique concerne donc les assertions portant sur tous les ŽlŽments 
dÕune classe, cÕest-ˆ -dire en mathŽmatiques des propositions universellement quantifiŽes. On 
peut y distinguer deux aspects : la nŽcessitŽ et la gŽnŽralitŽ. La nŽcessitŽ fait rŽfŽrence au 
caract•re contraignant du raisonnement : Ç est nŽcessaire ce qui ne peut •tre autrement È 
(Aristote, Lalande, 1926). Elle est assurŽe par lÕencha”nement sans faille du raisonnement, ce 
que Duval (loc. cit.) Žtudie dÕun point de vue cognitif dans le mŽcanisme du Ç pas de 
dŽductionÈ, et est facilement modŽlisŽe par le calcul des ŽnoncŽs. La gŽnŽralitŽ vise ̂  garantir 
le caract•re gŽnŽrique de lÕexemple ŽtudiŽ. Elle peut •tre assurŽe de diffŽrentes mani•res, 
relativement indŽpendantes de la nŽcessitŽ, et dŽpendantes du domaine mathŽmatique 
envisagŽ. Elle peut rŽsulter simplement dÕune argumentation, cÕest-ˆ -dire ne pas faire 
rŽfŽrence, en tout cas pas explicitement, au raisonnement. CÕest la qualitŽ de cette 
argumentation qui permettra de reconna”tre une dŽmonstration, cÕest-ˆ -dire une preuve 
intellectuelle, et non une simple preuve empirique, suivant les classifications de N Balacheff 
(1987). Remarquons que parall• lement, lÕenseignement utilise systŽmatiquement des 
exemples Ç pour faire comprendre È. Un tel exemple est Žvidemment supposŽ avoir un 
caract•re suffisamment gŽnŽrique, sinon il ne serait quÕune vŽrifi cation dans un cas 
particulier, mais ce caract•re gŽnŽrique nÕa pas ˆ •tre argumentŽ car le but nÕest pas de 
dŽmontrer, et le caract•re gŽnŽrique est ̂  admettre par les Žl•ves sur la base de lÕautoritŽ de 
lÕenseignant. 
 
6.2) Le cas de la géométrie. 
 
Au tŽmoignage de Proclus, confortŽ par les travaux dÕhistoriens comme Mueller (1981) ou 
Netz (1999), il est clair que pour Euclide, la dŽmonstration gŽomŽtrique consiste dans lÕŽtude 
dÕun exemple gŽnŽrique (pour plus de dŽtails, cf Netz,  loc.cit. et Arsac, 1999). DÕapr•s Netz, 
le caract•re gŽnŽrique de la dŽmonstration menŽe sur une figure Žtait assurŽ par la possibilitŽ 
de la rŽpŽter ˆ  volontŽ pour toute autre figure proposŽe. Herbrand Žnonce la m•me idŽe de 
fa•on tout ˆ  fait gŽnŽrale : Ç Équand nous disons quÕun thŽor•me est vrai pour tout x, nous 
voulons dire que pour chaque x individuellement il est possible de rŽpŽter sa dŽmonstration, 
qui peut •tre considŽrŽe seulement comme un prototype de chaque preuve individuelle È  (citŽ 
par Longo 2009). Ceci rend bien compte du plan des dŽmonstrations dÕEuclide : Tout 
dÕabord, Euclide Žnonce le thŽor•me ˆ  dŽmontrer, dans toute sa gŽnŽralitŽ, sans introduire de 
lettres, cÕest ce que Proclus appelle Ç protasis È,  par exemple : 

                                                 
1 Lorsque la gŽomŽtrie descriptive Žtait enseignŽe, et que lÕon se posait le probl•me de la construction de lÕintersection de 
deux surfaces, on vŽrifiait toujours que lÕon Žtait capable de construire un Ç point courant È de lÕintersection, ce qui signifiait 
un point absolument quelconque, sans aucune particularitŽ facilitant sa construction. 
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Ç Si deux angles dÕun triangle sont Žgaux entre eux, les c™tŽs qui sous-tendent les angles 
Žgaux seront aussi Žgaux entre eux. È 
 
Vient ensuite lÕ Ç esthesis È ; on se donne un triangle gŽnŽrique et on aff irme que lÕon va 
dŽmontrer le rŽsultat dans ce cas particulier :  
 
Ç Soit le triangle ABC ayant lÕangle sous ABC Žgal ˆ lÕangle sous ACB. Je dis que le c™tŽ AB 
est Žgal au c™tŽ AC. È 
 
Ensuite seulement vient la dŽmonstration. 
 
Cette question de la gŽnŽralitŽ dans les dŽmonstrations gŽomŽtriques est rŽglŽe depuis si 
longtemps quÕelle nÕest plus abordŽe explicitement par les mathŽmaticiens. Mais revenons ˆ  
la classe du vingt-et-uni•me si•cle. Lorsque lÕenseignant insiste aupr•s des Žl•ves pour quÕils 
dessinent prŽcisŽment un triangle quelconque, cÕest-ˆ -dire ni isoc• le, ni rectangle, il essaie 
dÕobtenir quÕils tracent une figure gŽnŽrique en ce sens quÕon ne risque pas dÕy lire dÕautres 
propriŽtŽs que celles postulŽes dans les hypoth•ses du probl•me ŽtudiŽ. Cette prŽcaution a-t-
elle un statut thŽorique ? A priori non : on peut parfaitement dŽmontrer que les mŽdiatrices 
dÕun triangle sont concourantes en sÕappuyant sur une figure qui perceptivement reprŽsente un 
triangle isoc• le, pourvu quÕon nÕutilise pas le fait que deux c™tŽs ou deux angles du triangle 
sont Žgaux. Ceci justifierait que lÕon aff irme, comme parfois, que la figure nÕa aucun r™le 
dans le caract•re de nŽcessitŽ de la dŽmonstration : elle aurait seulement lÕutilitŽ dÕun 
changement de registre permettant de mettre en valeur visuellement les hypoth•ses, de 
dŽceler, par un travail propre ˆ  son registre, les ŽnoncŽs ˆ  faire intervenir dans la 
dŽmonstration. Quant ˆ  lÕinsistance de lÕenseignant sur les figures gŽnŽriques, elle nÕaurait 
quÕun r™le pŽdagogique : Žviter de lire sur le dessin des propriŽtŽs parasites, montrer que la 
dŽmonstration doit • tre dans une certaine mesure indŽpendante du dessin. 
 
En fait, cette position est illusoire car, comme nous lÕavons vŽrifiŽ sur lÕexemple tr•s simple 
de la somme des angles dÕun triangle, la tr•s grande majoritŽ des dŽmonstrations 
gŽomŽtriques font appel ̂  des propriŽtŽs lues sur la figure et quÕon ne saurait dŽmontrer sans 
sortir du cadre de la gŽomŽtrie traditionnelle (cf Arsac, 1998). Voici un autre exemple plus 
simple et plus gŽnŽral : considŽrons un triangle ABC rectangle en A et la hauteur issue de A 
qui coupe (BC) en H. Plusieurs dŽmonstrations ŽlŽmentaires du thŽor•me de Pythagore, ainsi 
que la dŽmonstration dÕEuclide elle-m•me, utilisent le fait que H est entre B et C, qui permet 
par exemple dÕŽcrire que :  
 

aire (ABC)=aire(ABH)+aire(ACH), ou bien que BC=BH+HC. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

A 

B C 
H 
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Si lÕon veut que le rŽsultat de ces dŽmonstrations ait un caract•re de nŽcessitŽ, il faut donc en 
particulier que H soit nŽcessairement entre B et C. Si lÕon renonce ̂  se placer dans un cadre 
de gŽomŽtrie affi ne, o• le probl•me, moyennant le choix dÕun syst•me dÕaxes devient un 
probl•me algŽbrique, ce caract•re de nŽcessitŽ peut •tre Žtabli de deux mani•res. 

- On peut se placer dans un cadre axiomatique Ç complet È, comme celui dŽfini par 
Hilbert (1899), on disposera alors dÕun cadre thŽorique dans lequel on pourra 
dŽmontrer que H est entre B et C par un raisonnement dŽductif ne renvoyant en 
aucune mani•re ˆ la lecture de la figure (cf Arsac 1998). 

- Mais en gŽnŽral, comme le faisait Euclide lui-m•me, on utilise cette propriŽtŽ sans 
lÕŽnoncer. Comme le dit Netz (1999, p. 35) dans son commentaire des 
dŽmonstrations dÕEuclide : Ç Les propriŽtŽs que la perception extrait du 
diagramme forment un sous-ensemble vrai des propriŽtŽs rŽelles de l'objet 
mathŽmatique. È. Dans ce cas, si lÕon pose explicitement la question de la vŽritŽ de 
cette affi rmation, la rŽponse spontanŽe est que cÕest Žvident. Il sÕagit maintenant 
dÕanalyser cette Žvidence. 

  
Afin dÕŽcarter toute Žquivoque dans lÕŽtude de cette question, rappelons quÕil est classique 
depuis Platon de distinguer la figure tracŽe sur le papier (ou lÕŽcran) quÕil est naturel de 
dŽsigner comme un dessin, de lÕobjet gŽomŽtrique Ç abstrait È sur lequel porte en fait la 
dŽmonstration. Alors, le probl•me porte bien sur le dessin : comme personne nÕa jamais 
vraiment contemplŽ lÕobjet idŽal platonicien, cÕest bien sur le dessin, qui en est son 
reprŽsentant, tout imparfait soit-il, que se fait la constatation du fait que H est entre B et C. 
CÕest donc le dessin qui doit avoir un caract•re gŽnŽrique et attester de la nŽcessitŽ du fait 
que H est entre B et C. Autrement dit, il faut que dans tout dessin H soit entre B et C, et m•me 
quÕon puisse affi rmer que tout dessin contradictoire est faux. Mais comment sÕen assurer ? 
Nous emprunterons ˆ N. Rouche (1989) la formule suivante, concernant ce quÕil appelle la 
Ç pensŽe mathŽmatique immŽdiate È ou les jugements Ç dÕune seule venue È et qui recouvre 
en particulier ce que nous caractŽrisŽ comme des Žvidences lues sur le dessin. 
 
Ç Une double condition semble nŽcessaire et suffisante pour quÕune proposition soit vŽcue 
comme Žvidente, ̂  savoir 
a) QuÕon en discerne ˆ vue la rŽalisation sur un cas particulier ; 
b) que la pensŽe sÕengage sans accroc dans lÕimagination de tous les cas particuliers. È 
(Rouche, 1989, p. 14). 
 
Bien sžr, les remarques de Rouche constituent plus une description dÕun phŽnom•ne quÕune 
explication, et nous laissons la question ouverte sans savoir de quel domaine de la pensŽe et 
de la recherche elle rel•ve. 
 
La dŽmonstration gŽomŽtrique usuelle utilise donc des constatations sur le dessin qui ne 
peuvent •tre incorporŽes dans le dŽroulement du raisonnement que parce quÕelles prŽsentent 
un caract•re de nŽcessitŽ et ce caract•re de nŽcessitŽ renvoie ˆ une certitude sur le caract•re 
gŽnŽrique de ces constats graphiques. Serfati (1999, p. 151) avance lÕhypoth•se que cÕest 
lÕexpŽrience du caract•re invariant de ces constatations sur le dessin qui a amenŽ chez les 
mathŽmaticiens grecs lÕidŽe dÕun objet abstrait dont les diffŽrents dessins ne seraient que des 
Ç reprŽsentations concr• tes contingentes È et donc finalement une Ç conception platonicienne 
forte des mathŽmatiques È. Ces constatations sur le dessin, fondŽes sur la familiaritŽ avec le 
dessin gŽomŽtrique, constituent un stock dÕŽvidences qui sont une partie implicite de ce que 
lÕon appelle souvent dans lÕenseignement la boîte à outils.  
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La dŽmonstration gŽomŽtrique classique ne peut donc • tre considŽrŽe comme un 
encha”nement dÕinfŽrences quÕ ̂condition que certaines de ces infŽrences soient du type Ç On 
voit sur le dessin que D et E sont de part et dÕautre de A È. Bien sžr, ce type dÕinfŽrences o• 
Ç lÕŽnoncŽ tiers È est lu sur le dessin nÕest pas explicitŽ en gŽnŽral. 
 
La conviction du caract•re gŽnŽrique des constatations sur le dessin peut •tre renforcŽe par 
lÕemploi dÕun logiciel de gŽomŽtrie dynamique, mais il reste toujours le probl•me de la 
sŽparation entre ce quÕil est lŽgitime de lire sur le dessin et ce quÕil nÕest pas lŽgitime dÕy lire, 
la conclusion en particulier (pour une Žtude plus dŽtaillŽe, cf Arsac 1999). Ce probl•me rel•ve 
ˆ  la fois de la transposition et du contrat didactique. 
 
Par ces derni•res remarques, liŽes ˆ la prise en compte du probl•me de la gŽnŽralitŽ, lÕanalyse 
ci-dessus diff• re de celle de Duval. Mais cette diffŽrence porte sur la dimension 
ŽpistŽmologique de lÕanalyse sans remettre nŽcessairement en cause son aspect didactique, 
ceci pour deux raisons : 

- tout dÕabord, lÕanalyse de Duval se situe ˆ un niveau o• lÕon peut supposer que 
lÕapprentissage des Žvidences graphiques ou des Ç jugements dÕune seule venue È, 
est dŽjˆ  rŽalisŽ. Nos remarques soulignent simplement que cet apprentissage 
prŽalable doit •tre acquis pour que lÕanalyse cognitive de Duval sÕapplique. 

- DÕautre part, personne ne songe (ou ne songe plus ?) ˆ enseigner une gŽomŽtrie sur 
une base axiomatique rigoureuse, ˆ la Hilbert, ce qui nÕŽtait dÕailleurs pas le projet 
de Hilbert lui-m•me, lequel sÕattache ˆ Ç lÕanalyse de notre intuition de lÕespace È. 
Cette analyse consiste pour lui ˆ dŽcouvrir, en particulier, les relations logiques 
entre les diverse ŽnoncŽs gŽomŽtriques vrais, y compris ceux considŽrŽs alors 
comme Žvidents, mais le but nÕest pas dÕinventer une nouvelle fa•on de faire ou 
dÕenseigner la gŽomŽtrie plane (Arsac, 1998) 

 
Nous avons mentionnŽ le fait que lÕon distingue parfois dans une dŽmonstration gŽomŽtrique 
diffŽrents cas de figure. On peut remarquer que cette distinction entre deux ou trois cas et son 
caract•re exhaustif ne sont en gŽnŽral fondŽs que sur des Žvidences graphiques. LorsquÕon 
admet, souvent implicitement et toujours sans argumentation explicite, quÕil nÕy a quÕun seul 
cas de figure, ce qui prŽc•de montre que lÕon admet en fait que le dessin que lÕon a tracŽ a un 
caract•re gŽnŽrique ! 
 
Ce genre de question nÕest pas abordŽ en didactique, sans doute parce quÕeffectivement, on 
sait depuis longtemps que la dŽmonstration gŽomŽtrique classique assure la gŽnŽralitŽ de ce 
quÕelle dŽmontre, ce qui revient ̂  la rŽduire au seul aspect de la nŽcessitŽ. Cet escamotage du 
probl•me de la gŽnŽralitŽ est nŽcessaire si lÕon veut Žviter les redoutables probl•mes dus ˆ la 
lecture sur le dessin de certaines informations nŽcessaires ˆ la dŽmonstration. Cependant la 
prise de conscience du fait que cÕest le dessin, et non lÕobjet gŽomŽtrique abstrait, qui doit 
avoir un caract•re gŽnŽrique a les avantages suivants : 

- elle montre que lÕon peut faire de la gŽomŽtrie, sans rŽsoudre le probl•me 
philosophique du statut de lÕobjet gŽomŽtrique (Arsac, 1999, p. 363 et 385-87), 
que chacun peut rŽsoudre ˆ sa mani•re sans que cela influe sur la pratique de la 
dŽmonstration gŽomŽtrique. 

- Elle rappelle lÕenracinement de la gŽomŽtrie dans la perception, et souligne, du 
point de vue pŽdagogique la continuitŽ entre la familiarisation avec le dessin 
gŽomŽtrique qui remonte ˆ lÕŽcole primaire et la dŽmonstration gŽomŽtrique. Elle 
fait le lien entre le point de vue de Rouche et celui de Duval. 
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En ce qui concerne la dŽmonstration elle-m•me, nous pouvons tirer les conclusions suivantes 
de cette br•ve Žtude : en gŽomŽtrie, le probl•me de la gŽnŽralitŽ nÕest pas soulevŽ, la 
dŽmonstration utilise des prŽmisses lues sur le dessin, mais pratiquement toujours de fa•on 
implicite. Ainsi ce qui reste visible, cÕest un raisonnement dŽductif, essentiellement en langue 
naturelle, ce qui explique que lÕexemple de la dŽmonstration gŽomŽtrique soit privilŽgiŽ pour 
son apparente transparence logique. 
 
Une derni•re remarque concerne ce que lÕon peut appeler la Ç figure complŽtŽe È, cÕest-ˆ -dire 
dans laquelle ont ŽtŽ ajoutŽes ˆ la figure initiale toutes les constructions nŽcessaires ˆ la 
dŽmonstration ; autrement dit, cÕest la figure complŽtŽe par les introductions dÕobjets 
nŽcessaires ̂  la dŽmonstration. Aussi bien pour les Grecs que pour Hilbert, cette figure 
complŽtŽe peut • tre considŽrŽe ˆ elle seule comme la dŽmonstration. Ceci souligne ˆ nouveau 
le r™le fondamental des introductions dÕobjets et le fait que la dŽmonstration ne se rŽduit pas 
dÕabord, pour les mathŽmaticiens, ˆ un encha”nement logique. 
 
6.3) Le cas du calcul littéral : « il n’y a pas  de démonstration en algèbre ». 
 
Cette phrase, prononcŽe par un historien des mathŽmatiques, est reproduite ici ˆ  titre de 
provocationÉ  
 
PrŽcisons ici que nous entendons le mot alg•bre en son sens ŽlŽmentaire traditionnel, 
pratiquement synonyme de calcul littŽral. Afin dÕillustrer le double aspect de nŽcessitŽ et de 
gŽnŽralitŽ, voici deux dŽmonstrations dÕun ŽnoncŽ dÕarithmŽtique (Garuti et al, 1998). 
 
EnoncŽ : la somme de deux entiers impairs consŽcutifs est un multiple de 4. 
 
Premi•re dŽmonstration, par un Žl•ve de cinqui•me : 
 
Ç Je fais quelques essais : 3+5=8, 1+3=4, 5+7=12 ; je vois que je peux Žcrire ces additions de 
la mani•re suivante : 3+5=3+1+5-1=4+4=8 (de m•me pour les autres). CÕest la m•me chose 
que dÕadditionner le nombre pair intermŽdiaire ̂  lui-m•me, et le double dÕun nombre pair est 
toujours un multiple de 4. È 
 
Deuxi•me dŽmonstration, par un Žl•ve de seconde :  
 
Ç Je peux Žcrire deux nombres impairs consŽcutifs sous la forme 2k +1 et 2k + 3 ainsi je 
trouve : 

! 

(2k +1) + (2k + 3) = 2k +1+ 2k + 3 = 4k + 4 = 4(k +1) 
Le nombre obtenu est un multiple de 4. È 
 
Examinons ces deux dŽmonstrations : dans la premi•re, lÕŽl•ve, apr•s une vŽrification sur 
trois exemples, montre en se concentrant sur le premier, 3+5=8, que lÕon peut prŽsenter le 
calcul de mani•re ˆ  ce quÕil ait une valeur gŽnŽrale en introduisant le nombre pair 
Ç intermŽdiaire È entre deux impairs consŽcutifs. Remarquons que cette argumentation de 
gŽnŽralitŽ est tout ˆ  fait explicite et particuli• re au probl•me considŽrŽ. Elle correspond tout ˆ  
fait ˆ  la dŽfinition de Balacheff de lÕexemple gŽnŽrique :  

Ç LÕexemple gŽnŽrique consiste en lÕexplication des raisons de la validitŽ dÕune 
assertion par la rŽalisation dÕopŽrations ou de transformations sur un objet prŽsent, non 
pour lui-m•me, mais en tant que reprŽsentant caractŽristique dÕune classe. È  (Balacheff 
1987) 
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Dans la deuxi•me, lÕŽl•ve traite directement un Ç cas gŽnŽral È gr‰ce ̂  la notation littŽrale, 
cÕest lÕemploi de cette notation, dont lÕorigine remonte ˆ Vi• te, au seizi•me si•cle, qui assure 
la gŽnŽralitŽ : la lettre k reprŽsente un nombre entier quelconque, donc le calcul est gŽnŽral, 
mais comme cette argumentation, contrairement ̂  la premi•re, nÕest pas liŽe ˆ un probl•me 
particulier, et quÕelle est connue comme classique, elle nÕest pas reproduite, il nÕy a donc pas 
dÕargumentation explicite de gŽnŽralitŽ. Cette question de la gŽnŽralitŽ nÕappara”t 
explicitement dans la classe quÕaux dŽbuts de lÕapprentissage du calcul littŽral, quand 
lÕenseignant y fait allusion en rappelant Ç traitez un cas gŽnŽral, calculez avec des lettres ! È 
  
Quant ˆ la nŽcessitŽ, elle nÕappara”t pas ˆ premi•re vue dans aucune des deux dŽmonstrations. 
La deuxi•me par exemple se rŽduit apparemment ̂  un calcul. CÕest que le calcul nÕest autre 
quÕun raisonnement automatisŽ. Si lÕon voulait mettre en Žvidence ce raisonnement, il faudrait 
revenir aux justifications du calcul, en commen•ant par Žcrire en dŽtail :  
 
(2k +1) + (2k + 3) = (2k +1)+ (3+ 2k) = 2k + 1+ 3+ 2k( )( ) = 2k + 1+ 3( ) + 2k( ) = 2k + 4+ 2k( ) =
2k + 2k + 4( ) = 2k + 2k( ) + 4 = 2 + 2( )k + 4 = 4k + 4 = 4k + 4.1= 4 k + 1( ) . 
 
 
On pourrait ensuite justifier chaque égalité en citant les propriétés (associativité, distributivité, 
commutativité) auxquelles on a fait appel. Celles-ci jouent le rôle d’énoncés tiers et 
permettent de retrouver, à condition de détailler assez, la structure habituelle d’un 
raisonnement par enchaînement de pas de déduction. Bien sûr, personne ne fait cela, car le but 
des règles de calcul est précisément d’éviter d’avoir à le faire. Ceci peut aboutir à une « perte 
de sens » c’est-à-dire qu’à force de faire des calculs on finit par oublier qu’ils représentent en 
fait des raisonnements. 
 
En rŽsumŽ, dans ces deux dŽmonstrations, la nŽcessitŽ est assurŽe par lÕusage des r•gles de 
calcul, la gŽnŽralitŽ est assurŽe dans le premier cas par une argumentation explicite 
particuli• re, dans le deuxi•me par le recours ˆ une mŽthode, la notation littŽrale, 
universellement admise en mathŽmatiques, et qui nÕest donc plus argumentŽe. Ainsi 
sÕexplique que dans la deuxi•me dŽmonstration, qui a la forme la plus courante, aussi bien la 
nécessité que la généralité soient apparemment absentes. De lˆ  provient lÕidŽe Ç qu’il n’y 
a pas de démonstration en algèbre È. Effectivement, les routines de la notation littŽrale et 
du calcul algŽbrique font dispara”tre toute intervention explicite de la logique, contrairement ˆ 
la gŽomŽtrie. Plus gŽnŽralement, dans une dŽmonstration complexe, les parties qui 
comportent du calcul sont celles o• toute mention explicite de la logique dispara”t. 
 
Revenons sur cet exemple : nous avons dit un peu rapidement que dans la dŽmonstration 
classique de calcul littŽral, toute allusion explicite aux ŽnoncŽs tiers qui justifient le calcul est 
supprimŽe. En rŽalitŽ, il nÕen est pas ainsi lorsque ces r•gles sont encore en cours 
dÕapprentissage : alors le professeur en exigera la mention explicite. Il pourra par exemple 
trouver un peu Ç rapide È lÕŽgalitŽ (2k +1) + (2k + 3) = 4k + 4 et exiger un commentaire. On 
reconna”t lˆ  le fonctionnement du contrat didactique et la transformation progressive du 
Ç nouveau È en Ç ancien È qui nÕest plus objet dÕapprentissage. La disparition apparente du 
raisonnement est dans ce cas un signe dÕun bon apprentissageÉ  
 
Une remarque essentielle est la suivante : le fait de savoir choisir un ŽlŽment quelconque en 
gŽomŽtrie nÕapprend pas pour autant ̂  savoir le faire en Ç alg•bre È. Plus savamment, 
lÕutilisation de GU en alg•bre et en gŽomŽtrie est fondamentalement diffŽrente, et fait appel ̂  
des symbolismes, figure dans un cas, notation littŽrale dans lÕautre, bien distincts, le 
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deuxi•me, dŽcouvert des si•cles apr•s le premier, est bien une invention mathŽmatique. 
DÕautre part, une Žtude historique montrerait sans doute que les lois de lÕalg•bre ont ŽtŽ 
Ç dŽcouvertes È en quelque sorte expŽrimentalement et non pas comme application de r•gles 
de la logique. 
 
6.4) Donnée ou hypothèse (à nouveau) ? 
 
Du fait que la dŽmonstration dÕun ŽnoncŽ universel se fait en considŽrant un ŽlŽment 
gŽnŽrique, elle commence par la Ç donnŽe È dÕun tel ŽlŽment. Ainsi, pour dŽmontrer que dans 
tout triangle les mŽdianes sont concourantes, on commence par la Ç donnŽe È dÕun triangle 
quelconque, ce qui explique quÕil soit plus naturel de parler de donnŽe que dÕhypoth•se. 
Parfois, lÕŽnoncŽ du thŽor•me prŽfigure et met dŽjˆ  en place cette mŽthode de dŽmonstration : 
Ç soit f une fonction continue sur un segment [a,b], alors f est minorŽe et majorŽe sur [a,b] È. 
La dŽmonstration commencera par Ç soit donnŽe une fonction f continue sur un segment 
[a,b] È ; la donnŽe de cette fonction continue tient lieu dÕhypoth•se, la conclusion restant 
Ç alors f est majorŽe et minorŽe sur [a,b] È. Quant ˆ lÕŽnoncŽ complet quantifiŽ, il serait 
Ç quels que soient les nombres rŽels a et b, et la fonction f, si a<b et si f est continue sur [a,b], 
elle est majorŽe et minorŽe sur [a,b] È. Cette forme lourde, dans laquelle on distingue et 
quantifie les donnŽes a, b, f et lÕhypoth•se (la fonction f est continue), est rarement explicitŽe. 
De m•me, lÕŽnoncŽ classique du thŽor•me des accroissements finis dissimule Žgalement une 
quantification universelle implicite. En alg•bre, comme on vient de le voir, cÕest la notation 
littŽrale qui permet de travailler sur un nombre quelconque ; par exemple, pour dŽmontrer que 
Ç pour tous rŽels a et b, on a (a+b)2=a2+2ab+b2 È, on commencera par Ç soit deux rŽels a et 
b È, en ajoutant Žventuellement Ç quelconques È. La donnŽe est ici celle de a et b. 
  
Ainsi, la dŽmonstration dÕun ŽnoncŽ universel commence par une introduction dÕobjet, mais 
qui est en quelque sorte automatique pour le mathŽmaticien suffisamment expŽrimentŽ, et 
donc distincte de lÕintroduction dÕobjets qui, comme la parall• le ˆ la base dans le cas de la 
preuve relative ˆ la somme des angles reprŽsentent Ç les idŽes È qui font tout marcher. Mais 
bien entendu, comme les Žl•ves ne sont pas en gŽnŽral des mathŽmaticiens expŽrimentŽs, il y 
a ici mati•re ˆ apprentissage, tout au moins ˆ partir du moment o• une part suffisante 
dÕinitiative leur est laissŽe. De plus, dans certains cas, cette introduction dÕobjet gŽnŽrique est 
moins Žvidente. ConsidŽrons par exemple lÕŽnoncŽ Ç lÕensemble des nombres premiers est 
infini È. Du point de vue dÕun mathŽmaticien contemporain, on peut introduire la donnŽe 
Ç ensemble des nombres naturels premiers È, ce qui nÕŽtait pas concevable pour un 
mathŽmaticien grec car il sÕagit dÕun ensemble dont on va montrer quÕil est Ç actuellement È 
infini. Pratiquement, on revient ̂  lÕŽquivalence Ç infini=non fini È et on dŽmontre en fait : 
quel que soit lÕensemble fini de nombres naturels que lÕon consid•re, il ne contient pas tous 
les nombres premiers. Alors la donnŽe est celle dÕun ensemble fini de naturels 

! 

n1,n2,...,np  . 
Apr•s lÕintroduction de cet objet vient celle de lÕobjet qui reprŽsente lÕidŽe de la 
dŽmonstration, le nombre 

! 

n1n2,...np +1. Cette dŽmonstration Ç simple È a donc une structure 
logique assez complexe si on ne se limite pas ˆ lÕanalyse en termes dÕŽnoncŽs. En revanche, 
partons de lÕŽnoncŽ dÕEuclide (livre IX, prop 20) qui Žvite lÕinfini : 
 
Ç Les nombres premiers sont plus nombreux que toute multitude de nombres premiers 
proposŽe. È 
 
Ici, lÕintroduction de la multitude Ç proposŽe È

!  

n1,n2,...,np  sÕimpose comme la donnŽe de 
dŽpart. Mais on pourra trouver au chapitre 1 de Aigner et Zigler (1998) six dŽmonstrations 
diffŽrentes du fait que lÕensemble des nombres premiers est infini : pour chacune de ces 
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dŽmonstrations les donnŽes changent suivant les stratŽgies adoptŽes pour rŽsoudre le 
probl•me. Ce lien entre le choix des hypoth•ses et des donnŽes et celui de la stratŽgie de 
dŽmonstration renvoie ˆ nouveau au concept dÕunitŽ cognitive (cf par ex Pedemonte 2005) : la 
rŽdaction de la dŽmonstration finale nÕest pas indŽpendante du processus de recherche qui lÕa 
prŽcŽdŽe. 
 
6.5) Le cas de l’analyse : limite et continuité. Le cas de l’algèbre linéaire 
 
Bien que lÕesprit de cet exposŽ soit de montrer ˆ partir dÕexemples prŽcis comment fonctionne 
le raisonnement dans chaque domaine particulier des mathŽmatiques, nous regroupons 
analyse et alg•bre linŽaire ̂  la fois pour gagner du temps et parce quÕon y rencontre dans les 
deux cas des ŽnoncŽs, dÕutilisation frŽquente, o• la quantification universelle est explicite, ce 
qui nÕest que rarement le cas en gŽomŽtrie et m•me en alg•bre au sens ŽlŽmentaire o• nous 
lÕavons entendu. Ce sont par exemple la dŽfinition de la limite ou de la continuitŽ et celle de 
lÕindŽpendance linŽaire :  
 

! 

"#,$%...etc.      ou : 

! 

"#
1
,#

2
,...#n, #i

1

n

$ vi = 0% #
1

= #
2

= ...= #n = 0 . 

 
LorsquÕon veut dŽmontrer un ŽnoncŽ du type prŽcŽdent, on doit, comme nous venons de le 
voir, Ç se donner È un exemplaire quelconque de lÕobjet universellement quantifiŽ (r•gle GU). 
Et lÕexpŽrience prouve lˆ  aussi que cette donnŽe dÕun objet quelconque ne va pas de soi, 
m•me si cÕest une pratique dŽjˆ  expŽrimentŽe en gŽomŽtrie et en calcul littŽral : le contexte 
change tout. Mais laissons la parole ˆ un expert : il sÕagit dÕun Žtudiant marocain en deuxi•me 
annŽe dÕuniversitŽ interviewŽ par Hamid Behaj (1999) lors dÕune recherche sur 
lÕenseignement et lÕapprentissage ˆ long terme de lÕalg•bre linŽaire. A une question sur les 
dŽmonstrations importantes ˆ donner dans un cours dÕalg•bre linŽaire, il rŽpond :  
 

Ç Surtout en ce qui concerne la famille libre et la base. La famille libre, est comme une 
petite dŽmarche pour la famille gŽnŽratrice, cÕest-ˆ-dire Žcrire un ŽlŽment sous forme 
dÕune combinaison linŽaire de cette famille gŽnŽratrice. Ce nÕest pas forcŽment une 
Žcriture unique. Par exemple, lÕŽtudiant qui voit Ç quel que soit lÕŽlŽment appartenant ˆ 
E È, pour la famille qui est considŽrŽe, il va croire quÕon peut prendre une autre famille. 
Il  faut chercher ˆ le convaincre, que la notion Òon prend quelque chose de quelconqueÒ 
cÕest en m•me temps quelque chose de fixŽ. Comme par exemple, en analyse, on dit, 
Òpour un certain x fixŽÒ, il y a ceux qui comprennent que x fixŽ est un x donnŽ et bien 
dŽfini, ils ne mettent pas en relation x fixŽ et x quelconque È. 

 
Ici lÕŽtudiant fait le rapport entre des raisonnements en analyse et en alg•bre et la fin de son 
intervention montre quÕil a bien compris la dŽmonstration par ŽlŽment gŽnŽrique qui utilise un 
Ç x fixŽ È qui pour beaucoup dÕŽtudiants ne peut pas •tre Ç quelconque È puisquÕil est fixŽ. Il 
y a ici une diffi cultŽ liŽe au fait que le raisonnement mathŽmatique am•ne ˆ mettre en relation 
Ç quelconque È, Ç Žtant donnŽ È Ç quel que soit È etcÉ, c e qui nÕest pas Žvident dans le 
langage courant : il nÕy a pas congruence entre le vocabulaire et la pratique du raisonnement. 
 
En analyse, la diff icultŽ de comprŽhension et de mise en Ï uvre du caract•re gŽnŽrique de 

!  

"  
est bien per•ue par les auteurs de manuels, ce qui donne lieu ̂  une grande crŽativitŽ 
didactique ˆ lÕoccasion de laquelle on voit surgir une mise en sc•ne analogue ˆ celle de la 
logique dialogique : celui qui propose la dŽmonstration (le proposant) affronte un opposant 
qui fixe 

!  

" . Le fait que, que vu la forme du rŽsultat final ̂  obtenir, 

! 

f (x) " l <# , le dŽfi  
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consiste en somme ˆ rŽaliser cette inŽgalitŽ m•me si 

!  

"  est tr•s petit, donnait lieu auparavant ˆ 
la formule traditionnelle  Ç 

! 

" aussi petit quÕon veut È qui fait penser au raisonnement par 
Ç expŽrience cruciale È de Balacheff (1987). 
 
LÕidŽe de lÕappel ̂  un interlocuteur imaginaire pour justifier des r•gles de manipulation des 
variables dans un contexte analogue nÕest pas nouvelle. Voici lÕarticle exhaustion dž ˆ 
dÕAlembert, dans la grande EncyclopŽdie. 
 

EXHAUSTION, s. f. terme de MathŽmatiques. La mŽthode d'exhaustion est une 
mani•re de prouver l'ŽgalitŽ de deux grandeurs, en faisant voir que leur diffŽrence est 
plus petite qu'aucune grandeur assignable ; &  en employant, pour le dŽmontrer, la 
rŽduction ̂  l'absurde. 
Ce n'est pourtant pas parce que l'on y rŽduit ˆ  l'absurde, que l'on a donnŽ ˆ  cette 
mŽthode le nom de mŽthode d'exhaustion : mais comme l'on s'en sert pour dŽmontrer 
qu'il existe un rapport d'ŽgalitŽ entre deux grandeurs, lorsqu'on ne peut pas le prouver 
directement, on se restraint ˆ  faire voir qu'en supposant l'une plus grande ou plus petite 
que l'autre, on tombe dans une absurditŽ Žvidente : afin d'y parvenir, on permet ˆ  ceux 
qui nient l'ŽgalitŽ supposŽe, de dŽterminer une diffŽrence ˆ  volontŽ ; &  on leur 
dŽmontre que la diffŽrence qui existeroit entre ces grandeurs (en cas qu'il y en ežt) 
seroit plus petite que la diffŽrence assignŽe. (EncyclopŽdie, article exhaustion). 
 

Au dŽbut du vingti•me si•cle, on retrouve la m•me idŽe chez Hardy (1908) : 
 

DŽfinition 4 : 
If, when any positive number ! , however small, is assigned, we can choose y

0
(! )  so 

that, for all values of y different from zero but numerically less than or equal to y
0
(! ) , 

! (y) differs from l by less than ! , then we can say that ! (y) tends to the limit l as y 
tends to 0, and write lim y!0 "(y) = l .  (Hardy, 1908, p. 175). 

 
En voici une version contemporaine :  
 

DŽfinition. Soit u une suite rŽelle. Soit l un rŽel. On dit que u admet l pour limite si,pour 
tout !  de R+! ,il existe un naturel N tel que,quel que soit le naturel n, si n>N, alors 
l ! un < " . 

[É] De fa•on imagŽe, il faut considŽrer Ç quÕon È nous impose un certain ! , sans 
bienveillance particuli• re, et que nous nÕavons aucun droit sur cet !  ; il faut nous en 
accommoder et trouver un entier N qui lui convienne. (Haug, 2000, p. 79). 
 
Un autre type de commentaire est le suivant :  

 
La dŽmonstration du fait que f(x) a pour limite un nombre connu l quand x tend vers a 
pose un probl•me dÕexistence comportant une donnŽe !  (nombre positif) et une 
inconnue !  (nombre positif). (Cagnac, 1963, p. 69). 
 

Dans la suite de cet ouvrage, lÕauteur insiste beaucoup sur le changement de statut des lettres 
quand lÕŽnoncŽ en 

! 

"#,$%...est une hypoth•se, cÕest-ˆ -dire est considŽrŽ comme vrai. Dans ce 
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cas en effet, on peut Ç choisir È !  : ce nÕest plus une donnŽe, et 

!  

"  nÕest plus une inconnue. 
Cette insistance est assez exceptionnelle : en dehors de cette rŽfŽrence nous nÕavons pas 
rencontrŽ dÕautre manuel soulignant ce fait. Or comme dans beaucoup de dŽmonstrations sur 
les limites, lÕhypoth•se et la conclusion prŽsentent une grande similitude formelle, il y a lˆ  
une diffi cultŽ dÕapprentissage Žvidente liŽe ˆ  la confusion entre la forme dÕun ŽnoncŽ et son 
statut logique, que Duval (1991) a bien identifiŽe en gŽomŽtrie. Toutefois, en gŽomŽtrie, 
lÕŽtude de Duval montre que le probl•me se pose au niveau des ŽnoncŽs, mais pas 
spŽcialement ˆ celui des variables. 
 
Conclusions sur lÕanalyse : le caract•re gŽnŽrique de !  semble prŽsenter une diffi cultŽ 
particuli• re, dont tŽmoigne lÕinsistance de nombreuses dŽfinitions sur cet aspect. LÕappel au 
dialogue avec un adversaire incrŽdule, qui est frŽquent, fait songer aux logiques dialogiques. 
Le fait que, dans un ŽnoncŽ en 

!  

" #,$%..., 

! 

" Ç dŽpend È de !  est soulignŽ dans de nombreuses 
dŽfinitions. Nous y revenons au paragraphe suivant. 
 
En revanche, le changement de statut des lettres suivant que la dŽfinition de la limite (ou de 
lÕindŽpendance linŽaire) figure en hypoth•se ou en conclusion est peu abordŽ. Cette grosse 
diffi cultŽ fait de fa•on surprenante lÕobjet de beaucoup moins de commentaires que la 
prŽcŽdente.  
 
7) La « règle de dépendance ». Quelques faits de la confrontation des mathématiciens 

aux raisonnements en 

! 

",#( ) à l’occasion du phénomène de convergence uniforme. 
 
Nous appelons Ç r•gle de dŽpendance È le fait que, dans un ŽnoncŽ en 

! 

"#,$%..., 

!  

"  Ç dŽpend È 
de ! . Cette r•gle qui est soulignŽe dans de nombreuses dŽfinitions relatives aux limites joue 
un grand r™le en analyse depuis le dix-neuvi•me si•cle o• son oubli a ŽtŽ ˆ  la source de 
nombreuses erreurs.  
 
7.1) Remarques préliminaires. 
 
Plusieurs remarques sÕimposent :  

- tout dÕabord, le fait que dans un ŽnoncŽ du type Ç quel que soit X, il existe Y È, 
affi rmŽ comme vrai, Ç Y dŽpend de X È, en un sens dÕailleurs courant du mot 
Ç dŽpendre È, est une Žvidence en dehors du contexte mathŽmatique : si chaque 
homme a un nom, le nom dŽpend de lÕhomme. 

- Du point de vue de la modŽlisation logique, cette r•gle se rŽduit ̂  des r•gles 
purement syntaxiques sur les noms ˆ attribuer aux variables ; Nous avons dŽjˆ  
ŽtudiŽ (Durand-Guerrier et Arsac, 2003 et 2005) les rŽactions des enseignants 
universitaires ˆ une erreur due ˆ lÕoubli de la r•gle de dŽpendance commise par un 
Žtudiant en topologie gŽnŽrale : seule une minoritŽ des enseignants universitaires 
interrogŽs adopte ce point de vue syntaxique pour prŽvenir ce type dÕerreur chez 
les Žtudiants.  

- Le titre de notre article de 2005, Ç An epistemological and didactic study of a 
specifi c calculus reasoning rule È pourrait conduire ˆ penser que cette r•gle 
intervient seulement en analyse. Or, avec un peu de rŽflexion, on constate que, par 
exemple, elle intervient sans cesse en gŽomŽtrie. Mais elle est compl• tement 
cachŽe, et il y a ˆ cela deux raisons : la pratique de la quantification implicite et le 
recours au dessin. La quantifi cation implicite masque le fait que lÕŽnoncŽ Ç tout 
segment a un milieu È devient, une fois restituŽe la quantification : Ç Quels que 
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soient A et B, distincts, il existe un point I de la droite (AB) tel que IA=IB È et 
quÕil y a plus gŽnŽralement en gŽomŽtrie, tout comme en analyse, des quantitŽs 
dÕŽnoncŽs du type Ç quel que soit X, il existe Y È. Le recours au dessin fait que 
personne ne doute que le milieu dŽpende du segment considŽrŽ car cÕest 
graphiquement Žvident.  

- Les erreurs auxquelles a donnŽ lieu lÕapplication de cette r•gle, ont suffisamment 
frappŽ les mathŽmaticiens pour quÕils inventent une notation indiciŽe comme par 
exemple 

! 

"#  pour exprimer cette dŽpendance. On en a vu ci-dessus un exemple 
avec la dŽfinition de la limite par Hardy. LÕaffaire semble donc assez importante 
pour quÕon lui consacre une notation spŽciale dÕailleurs abusive en ce sens quÕil ne 
sÕagit pas dÕune dŽpendance fonctionnelle. La plupart des universitaires pensent 
que cette notation est importante pour Žviter les erreurs mais ceci est contestable 
(Durand-Guerrier et Arsac, loc citati) 

- D•s quÕune dŽmonstration est un peu complexe, ce qui nÕŽtait pas le cas de 
lÕexemple choisi avec le thŽor•me des accroissements finis gŽnŽralisŽs, toutes nos 
observations, ainsi que lÕŽtude historique montrent que ce nÕest pas en gŽnŽral 
lÕanalyse du raisonnement qui conduit ˆ dŽceler une erreur mais un soup•on global 
sur le rŽsultat dŽmontrŽ, essentiellement lÕexistence dÕun contre-exemple. 

 
Afin dÕapprofondir cette question, remarquons quÕon peut trouver en gŽomŽtrie des situations 
dans lesquelles, comme pour le thŽor•me des accroissements finis gŽnŽralisŽs, on a ̂  
appliquer deux fois de suite un m•me ŽnoncŽ en Ç quel que soit X, il existe Y È, comme celui 
affi rmant lÕexistence du milieu dÕun segment. Supposons par exemple que nous voulions 
dŽmontrer quelque propriŽtŽ de la droite qui joint les milieux de deux c™tŽs dÕun triangle. La 
donnŽe sera celle dÕun triangle ABC et du point de vue de la structure logique du 
raisonnement, nous sommes devant la m•me situation que pour la dŽmonstration fausse du 
thŽor•me des accroissements finis gŽnŽralisŽ ŽtudiŽe au ¤4 puisquÕil sÕagit dÕappliquer deux 
fois le thŽor•me relatif ˆ  lÕexistence du milieu. LÕerreur analogue consisterait ici ̂  appeler I ˆ  
la fois le milieu de [AB] et celui de [AC], et bien sžr, personne ne la commet ! Mais 
pourquoi ? Tout simplement parce quÕon peut constater lÕusage implicite et universel de la 
r•gle suivante en gŽomŽtrie : si deux points sont distincts sur la figure, on doit leur attribuer 
des noms diffŽrents. Ici on les appellera par exemple, suivant lÕusage courant, CÕ et BÕ. Cette 
r•gle suffi t en gŽnŽral ̂  assurer le respect des r•gles syntaxiques sur lÕusage des variables, elle 
Žlimine donc compl• tement de la gŽomŽtrie les probl•mes de manipulation des variables si 
importants en analyse. Elle est tellement Žvidente quÕon peut lÕutiliser en toute innocence en 
nÕayant absolument pas conscience quÕon fait un appel au dessin. 
 
Ainsi, le contexte gŽomŽtrique, et plus prŽcisŽment la prŽsence du dessin rend la r•gle de 
dŽpendance si Žvidente quÕelle nÕest m•me pas explicitŽe. Bien quÕelle intervienne autant 
quÕen analyse, elle dispara”t tout comme le modus ponens dans le calcul algŽbrique. Il  y a 
bien une manipulation des variables en gŽomŽtrie comme en analyse, mais le contexte la rend 
Žvidente, invisible. La gŽomŽtrie est une cachotti• re qui, ˆ lÕaide du recours au dessin, ne 
laisse para”tre que le raisonnement dŽductif ! Nous pouvons synthŽtiser ce qui prŽc•de sous la 
forme suivante : 
 
a) la figure est un registre dans lequel sont traduites les Žtapes de la dŽmonstration et dans 
lequel le fait que quand on change X, Y change aussi, est en gŽnŽral une Žvidence graphique 
b) en gŽomŽtrie, Y est en gŽnŽral fonction de X, et plus prŽcisŽment constructible au sens 
gŽomŽtrique ˆ partir de X, ce qui montre bien la dŽpendance.  
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c) Tr•s souvent, cette dŽpendance fonctionnelle se traduit par des notations systŽmatiques, de 
fa•on fort variŽe : si ABC et AÕBÕCÕ sont deux triangles, leurs orthocentres seront notŽes H et 
HÕ. Dans un m•me triangle ABC, les milieux des c™tŽs pourront • tre notŽs AÕ (milieu de BC), 
BÕ, CÕ ou I, J, K, et avant de considŽrer la droite (BÕCÕ), personne nÕintroduit lÕŽnoncŽ tiers 
Ç par deux points distincts il passe une droite et une seule È, qui imposerait de vŽrifier que BÕ 
et CÕ sont distincts : tout ceci est lu sur le dessin. 
 
A contrario, le probl•me de la dŽpendance se posera plus probablement dans des contextes o• 
une ou plusieurs des conditions suivantes sont rŽunies : 
aÕ) LÕabsence dÕun registre dans lequel on peut lire la dŽpendance. 
bÕ) une dŽpendance non fonctionnelle de Y par rapport ˆ X. 
cÕ) LÕabsence dÕune notation rappelant la dŽpendance, quÕelle soit fonctionnelle ou non. 
dÕ) Une manipulation des variables ne tenant pas compte des r•gles dÕinstanciation. 
 
Ces conditions constituent seulement une premi•re tentative de caractŽrisation des contextes 
o• lÕapplication de la dŽpendance peut • tre problŽmatique. Dans lÕŽtat actuel de notre travail, 
nous ne pouvons pas dire si elles sont exhaustives. On trouvera dans Durand-Guerrier et 
Arsac, (2005) un exemple en alg•bre linŽaire, o• ces conditions sont remplies et o• 
effectivement lÕerreur appara”t presquÕ̂ coup sžr. 
 
Une fois de plus, cÕest la nature du contexte mathŽmatique, y compris le registre symbolique 
quÕil utilise, figures pour la gŽomŽtrie, notations en analyse, caract•re fonctionnel ou non, qui 
modifie compl• tement les conditions de fonctionnement de la logique. 
 
 
7.2) Le problème historique de la convergence uniforme. 
 
La question de la convergence uniforme appara”t historiquement sous la forme suivante : Žtant 
donnŽ une sŽrie de fonctions continues simplement convergente sur un intervalle de R, la 
somme de cette sŽrie est-elle Žgalement continue ? Au dŽbut du dix-neuvi•me si•cle, la 
rŽponse appara”t a priori positive compte tenu du Ç principe de continuitŽ È dž ̂  Leibniz. Ce 
principe, ̂  vrai dire tr•s large puisquÕil sÕapplique Žgalement ̂  la philosophie et aux 
mathŽmatiques est traduit par exemple par lÕŽpistŽmologue anglais Whewell de la fa•on 
suivante : Ç ce qui est vrai jusquÕ ̂la limite est vrai ̂  la limite. È (Lakatos, 1976, p. 128, ou p. 
166 dans la traduction fran•aise). ConformŽment ˆ cela, Cauchy affi rme dÕabord dans son 
cours de lÕEcole polytechnique que la rŽponse est positive (Cauchy, 1821, p. 131-132). Et, 
comme le remarque Seidel (1847), le premier dŽcouvreur du phŽnom•ne de convergence 
uniforme, la dŽmonstration ne semble pas tr•s diffi cile en dŽcomposant la somme de la sŽrie 
en somme partielle et reste. Voici son exposŽ de la dŽmonstration fausse de Cauchy :   
 

« La preuve, sur laquelle repose cette Proposition à l’endroit où elle apparaît, consiste 
essentiellement en la remarque que l’on peut séparer la somme de la série totale en la 
somme d’un nombre n de ses premiers termes et en celle complémentaire de tous les 
suivants. D’après l’hypothèse de convergence de la série, quel que soit x cette dernière 
somme peut être rendue aussi petite que l’on veut en augmentant n. ; il en est de même 
de la variation qu’elle subira, lorsque x est faiblement changé ; l’incrément de la somme 
des n premiers termes diminue sans fin en même temps que la variation de x, de toutes 
façons, puisqu’elle est constituée d’un nombre fini de fonctions continues de x : il 
semble donc que l’on puisse choisir n suffisamment grand et l’incrément de x 
suffisamment petit pour que les variations des 2 parties, donc aussi de la série totale, 
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puissent être rendues inférieures à une grandeur aussi petite que l’on veut, et donc la 
continuité de la somme de la série serait démontrée […] » 

 
Cette démonstration est nécessairement fausse car, remarque Seidel, les séries de Fourier 
fournissent des exemples de séries de fonctions continues (trigonométriques) dont la somme 
est discontinue en certains points. Notons que, étant donné que l’article de Seidel est publié 
dans une revue scientifique, il pense qu’un mathématicien contemporain serait susceptible de 
produire une telle démonstration. Il ne s’agit donc pas là d’une mise en garde envers des 
débutants. On remarquera que dans cette rédaction ne figurent ni 

!  

" , ni N ni aucune inégalité, 
ce qui est conforme à la pratique de Cauchy. Seidel va reprendre la question en prenant 
l’option contraire, donc de la manière très contemporaine que nous rappelons ci-dessous, sans 
souci de respecter les notations de Seidel et sans préciser les ensembles de définition pour 
nous concentrer sur les problèmes de majoration. 
 

Soit 

!  

f (x) = un
0

"

# (x), il s’agit de démontrer la continuité de f en un point 

! 

x0. Pour cela, on 

écrit, en notant 

!  

Sn et 

!  

R
n
 la somme partielle et le reste de la série : 

!  

f (x) " f (x
0
) = Sn (x) " Sn (x0) + Rn (x) " Rn (x0) , d’où 

!  

f (x) " f (x
0
) # Sn(x) " Sn(x0) + Rn(x) + Rn(x0) . 

La convergence de la série entraîne en particulier que pour tout 

! 

" > 0  et tout x, il existe N tel 

que, pour tout x, 

! 

n > N " Rn(x) #
$

3
. La remarque essentielle de Seidel est que N dŽpend de 

x (mais Seidel n’introduit pas de notation du type 

!  

N
x
 ou 

! 

N" ,x ) et qu’il peut arriver que quand 
x décrit l’ensemble des valeurs permises, l’ensemble des valeurs de N ne soit pas majoré, ce 
qu’il appelle la convergence infiniment lente. Au contraire, si pour tout 

!  

" > 0, l’ensemble de 
ces valeurs est majoré, alors on peut trouver un nombre N valable pour tous les x, autrement 

dit, pour tout 

!  

" > 0 , il existe N indŽpendant de x, tel que, pour tout x, 

! 

n > N " Rn(x) #
$

3
. On 

dit dans ce cas qu’il y a convergence uniforme et on achève alors la démonstration e fixant 
tout d’abord une telle valeur de n  et en utilisant ensuite la continuité de la somme partielle, ce 

qui permet d’obtenir 

! 

S
n
(x) " S

n
(x

0
) <

#

3
 pour tous les x d’un voisinage de 

!  

x
0
, d’où la 

continuité de f en ce point. La convergence uniforme est donc une condition suffisante pour 
que la somme de la série soit continue. 
 
CÕest bien la question de la dŽpendance qui est centrale ici, et il est Žvident que dans une 
dŽmonstration fausse comme celle que Seidel propose ˆ la critique o• ne sont explicitŽs ni 

!  

"  
ni N, il est bien diff icile de percevoir que N dŽpend de x ! Nous allons examiner maintenant 
comment Abel Žchoue aussi devant ce probl•me ; nous avons choisi Abel car :  
 

- CÕest un mathŽmaticien de premi•re envergure. 
- Il  Žcrit en fran•ais, ses Ï uvres sont facilement accessibles sur Gallica.fr, ce qui 

permet au lecteur de sÕy rŽfŽrer et de se faire Žventuellement une opinion 
personnelle. 

- CÕest un admirateur de Cauchy. 
 
Or Abel (1826) constate comme Seidel que le thŽor•me de Cauchy est erronŽ : il fournit un 
contre-exemple :  
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Ç la sŽrie 

! 

sin x "
1

2
sin(2x) +

1

3
sin(3x) " ... 

est discontinue pour toute valeur 

!  

(2m+1)"  de x, m Žtant un nombre entier. Il  y a, comme on 
sait, beaucoup de sŽries de cette esp•ce. È (Abel, 1826, note p.224 ) 
 
Ce contre-exemple est apparemment classique ˆ lÕŽpoque, car Cauchy (1853) lÕenvisagera 
Žgalement par la suite en rectifiant son thŽor•me, mais, contrairement ˆ Seidel, Abel ne voit 
pas o• est lÕerreur. Toutefois, il entreprend de dŽmontrer la continuitŽ de la somme pour une 
sŽrie enti• re, ce qui est exact, mais ˆ partir dÕune dŽmonstration dont nous allons voir quÕelle 
est fausse. Il gŽnŽralise ensuite ce rŽsultat, au moyen de la m•me dŽmonstration et obtient 
cette fois-ci un thŽor•me faux.  
 
Notons pour commencer que la dŽmonstration dÕAbel appara”t dŽjˆ  comme diffi cile ̂  lire 
pour un mathŽmaticien comme Liouville qui dŽclare Ç quÕil trouvait assez diffi cile ̂  exposer 
(et m•me ˆ comprendre) la dŽmonstration quÕAbel a donnŽe de ce thŽor•me important È 
(Liouville citŽ par Dugac, 2003, p. 108). Ceci soul•ve un probl•me : vu les imprŽcisions de 
rŽdaction communes aux mathŽmaticiens de lÕŽpoque, se comprenaient-ils entre eux ? Nous 
laisserons cette question ouverte m•me si la remarque de Liouville incite ̂  rŽpondre Ç pas 
toujours È. 
 
Revenons ˆ Abel ; quelques prŽcisions prŽliminaires faciliteront sa lecture. Tout dÕabord, il 
utilise une dŽfinition dÕune fonction continue qui lui est particuli• re, ce qui souligne le fait 
que cette notion nÕest pas encore unifiŽe ˆ lÕŽpoque. Abel Žcrit :  
 
Ç DŽfinition. Une fonction fx sera dite fonction continue de x entre les limites x=a et x=b, si 
pour une valeur quelconque de x comprise entre ces limites, la quantitŽ 

!  

f (x " #) , pour des 
valeurs toujours dŽcroissantes de 

! 

" , sÕapproche indŽfiniment de la limite fx. È 
 
Le choix de cette dŽfinition est peut-• tre motivŽ par le fait quÕAbel dŽsire montrer quÕune 
sŽrie enti• re rŽelle est continue y compris ̂  lÕextrŽmitŽ positive de lÕintervalle de convergence 
o• i l sÕagit donc de continuitŽ ̂  gauche, donc

! 

"  est certainement supposŽ positif. Ceci dit, la 
continuitŽ aux autres points de lÕintervalle ouvert de dŽfinition suppose dÕenvisager des 
valeurs nŽgatives de 

! 

" , et lÕon ne peut que conclure comme Liouville que la dŽmonstration 
nÕest pas facile ̂  suivre. 
 
Comme les mathŽmaticiens de son temps, Abel nÕutilise pas de notation pour la valeur 
absolue et nÕen parle m•me pas, alors que Cauchy lÕappelle Ç valeur numŽrique È. Ses 
notations sont les suivantes : il dŽsigne par 

!  

" # = v0 + v1# + v2#
2

+ ...+ vm$1#
m$1 et 

!  

" # = v
m
# m

+ v
m+1#

m+1
+ ...la somme partielle et le reste de  rang m dÕune sŽrie enti• re, sans 

mentionner lÕindice m, lˆ  o• nous Žcririons : 

!  

" m#  et 

!  

" m# . En vu dŽmontrer que la somme 

! 

f" =#m" +$m"  est continue, il remarque : 
 
Ç On pourra donc pour toute valeur de 

! 

" , Žgale ou infŽrieure ˆ 

!  

" , prendre m assez grand pour 
quÕon ait

!  

" # = $ . È Il a prŽcisŽ auparavant que : Ç pour abrŽger, on reprŽsentera dans ce 
mŽmoire par 

! 

"  une quantitŽ qui peut • tre plus petite que toute quantitŽ donnŽe È.  
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Ainsi, il exprime que le reste peut •tre pris aussi petit quÕon veut, et la phrase, quantifiŽe en 

! 

" , indique pour nous que la majoration dŽpend de 

!  

"  mais lÕabsence de N et de 

! 

" ne permet 
pas de voir la dŽpendance. Abel ach•ve alors la dŽmonstration ainsi :  
 
Ç Or 

!  

f" = #" +$" , donc 

!  

f" # f (" # $) = %" #%(" # $) + & . 
De plus, 

! 

"# Žtant une fonction enti• re de 

!  

" , on peut prendre 

! 

"  assez petit pour que 

! 

"# $"(# $%) =&  ; 
donc on a de m•me 

!  

f" # f (" # $) = %, 
ce quÕil fallait dŽmontrer. È 
 
La notation 

!  

"  joue un peu le r™le de notre o, mais sans explicitation des variables : nous 
Žcririons successivement 

! 

"(n,#)  puis 

! 

"(#). La notation 

!  

"  occulte ces dŽpendances et Abel 
ne rel•ve pas du tout que le premier 

! 

"  ne dŽpend pas en fait de x. Le principe de charitŽ qui 
irait jusquÕ ̂supposer quÕAbel sÕen soit aper•u mais nÕen ait pas fait mention ne sÕapplique 
pas ici car :  

- dÕune part, dans ce cas, Abel aurait certainement trouvŽ pourquoi lÕŽnoncŽ de 
Cauchy Žtait faux. 

- DÕautre part, Abel dŽmontre ensuite une gŽnŽralisation du thŽor•me prŽcŽdent 
dans laquelle les coeff icients 

! 

"
k
 de la sŽrie deviennent des fonctions de la variable 

maintenant nommŽe x. Il recopie la dŽmonstration antŽrieure et obtient cette fois-ci 

une majoration 

!  

" x <
#
$

% 

& 
'  

( 

) 
* 

m

+x (le lecteur pourra ajouter des valeurs absolues). Ici, il 

a prŽcisŽ la prŽsence de x. Mais la dŽmonstration se poursuit de la m•me mani•re : 
Ç Il  sÕensuit quÕon peut prendre m assez grand pour quÕon ait 

! 

"x =#  È. La 
conclusion est cette fois-ci fausse (pour un contre-exemple explicite, cf Dugac, 
2003) 

 
La diffi cultŽ ˆ laquelle se heurte ici Abel est due ˆ la notion de variable en analyse telle 
quÕelle est utilisŽe ̂  cette Žpoque : il y a des variables qui tendent vers zŽro de fa•on 
autonome, en ce sens quÕelles ne sont pas fonction dÕune autre variable. Il y a sous-jacente 
une reprŽsentation cinŽmatique, mais sans que le temps soit jamais explicitŽ, ce qui explique 
la dŽfinition de 

! 

" .  Le fait de dŽsigner par une seule notation tout ce qui tend vers zŽro 
accentue encore la confusion qui est dans le concept de variable lui-m•me et bien sžr, Abel 
admet implicitement quÕune somme de variables qui tendent vers zŽro tend elle-m•me vers 
zŽro, alors que la simple explicitation des variables montrerait que lÕon a affaire ˆ une somme 

! 

"(n,#)+$(%)  ! La position dÕAbel introduisant une notation qui renforce les ambigu•tŽs est 
un peu extr•me, mais cette diffi cultŽ concerne tous les mathŽmaticiens de lÕŽpoque. Pour eux, 
comme pour les Žtudiants qui en restent ˆ un mod•le cinŽmatique de la limite, les limites sont 
toujours monotones : une variable qui tend vers zŽro est une variable qui dŽcro”t vers zŽro. 
 
Synth•se : les dŽmonstrations dÕAbel montrent bien les probl•mes engendrŽs par la non-
explicitation systŽmatique des variables due au fait quÕ ̂lÕŽpoque la notion de fonction existe 
mais est une notion seconde par rapport ˆ la notion premi•re de variable propre ˆ lÕanalyse. 
Dans le cas dÕAbel, les probl•mes soulevŽs par la notation 

!  

"  montrent comment peuvent se 
cumuler et s’imbriquer un problème conceptuel avec un choix de symbolisme. Contrairement 
ˆ  ce que nous avons vu antŽrieurement o• un symbolisme bien choisi facilitait le 
raisonnement, ici le symbolisme accro”t la diffi cultŽ dŽjˆ  inhŽrente au concept de variable en 
analyse de lÕŽpoque. 
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CONCLUSIONS. 

 
1) On peut rendre compte des raisonnements mathŽmatiques par les thŽories logiques, ˆ  

condition de ne pas se limiter ̂  la logique des ŽnoncŽs. 
 
Commentaire: il en rŽsulte quÕon peut en gŽnŽral analyser une erreur de raisonnement gr‰ce 
ˆ un mod•le logique. Mais il nÕen rŽsulte pas quÕun apprentissage de la logique soit une 
remŽdiation. En revanche la logique prŽsente lÕavantage dÕune thŽorie unifiŽe du 
raisonnement mathŽmatique. 
. 

2) LÕexpŽrience historique montre que les mathŽmaticiens ont dž apprendre certains 
types de raisonnement modŽlisables par la logique. 

 
Commentaire : mais on peut conjecturer que le raisonnement est apparu en mathŽmatique 
avant sa modŽlisation par une thŽorie logique. 
 

3) Dans chaque domaine des mathŽmatiques on peut identifier des r•gles de 
raisonnement, des mŽthodes, des symbolismes, qui permettent de raisonner et qui sont 
des crŽations mathŽmatiques. 

 
Commentaire. Cette conclusion, la principale de notre travail, peut aussi • tre prŽsentŽe sous 
la forme suivante : suivant les domaines mathŽmatiques considŽrŽs ce sont diffŽrents aspects 
de la logique qui apparaissent. Typiquement la dŽmonstration en gŽomŽtrie plane exhibe 
presque uniquement le raisonnement dŽductif, ce qui explique quÕelle soit le lieu privilŽgiŽ de 
son apprentissage, alors que le calcul littŽral fait dispara”tre toute trace explicite de la 
logique. Chaque domaine mathŽmatique rend plus ou moins visibles certains aspects logiques 
du raisonnement en leur donnant de plus une forme tr•s liŽe au contexte mathŽmatique. Tout 
travail didactique sur lÕapprentissage du raisonnement dans un domaine mathŽmatique donnŽ 
soit donc sÕappuyer dÕabord sur une description tr•s prŽcise des r•gles de raisonnement 
propres au domaine. Les exemples que nous avons donnŽs constituent des analyses encore 
assez grossi•res dont le seul but est dÕŽtayer la conclusion ci-dessus. Celle-ci souligne la 
dimension de savoir-faire de lÕactivitŽ mathŽmatique, ce qui nÕest pas contradictoire avec le 
fait que les mathŽmatiques constituent Žvidemment un savoir. 
 

4) On nÕapprend pas ˆ  raisonner en mathŽmatiques, ni historiquement ni personnellement 
par lÕŽtude de la thŽorie logique indŽpendamment des mathŽmatiques. 

 
Commentaire : ceci tire la le•on, dÕune part de lÕantŽrioritŽ historique du raisonnement 
mathŽmatique par rapport aux thŽories logiques correspondantes, dÕautre part des Žchecs de 
lÕenseignement de la logique en vue dÕamŽliorer le raisonnement mathŽmatique. Mais ceci 
nÕexclut pas a priori toute efficacitŽ dÕune rŽflexion logique dans un contexte mathŽmatique 
donnŽ. 
 

5) Les r•gles de la logique utilisŽes dans le raisonnement mathŽmatiques sont pour la 
plupart Žvidentes en dehors de leur contexte mathŽmatique, mais cette connaissance ne 
permet pas de les appliquer dans un domaine donnŽ des mathŽmatiques. 
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